Structures de contact en dimension trois et bifurcations des
  feuilletages de surfaces by Giroux, Emmanuel
Strutures de ontat en dimension trois
et bifurations des feuilletages de surfaes
Emmanuel Giroux

Ao^ut 1999
Le but prinipal de et artile est de lassier les strutures de ontat sur quelques
varietes de dimension trois, a savoir les espaes lentiulaires, la plupart des bres en tores
au-dessus du erle, le tore plein et le tore epais. Cette lassiation omplete divers
travaux anterieurs [Et, Gi3, Gi4, Ka, Ma, Th℄ et resulte de la onfrontation entre deux
tehniques : la hirurgie qui fournit de nombreuses strutures de ontat et la tomogra-
phie qui permet d'analyser une struture de ontat donnee a priori et d'en former une
image ombinatoire. Les methodes de hirurgie reposent sur un theoreme de Y. Eliash-
berg [El2, El5℄ | revisite par R. Gompf dans [Go℄ | et produisent des strutures de
ontat holomorphiquement remplissables sur des varietes loses. L'etude tomographique
| developpee dans les parties 2 et 3 de e texte | s'appuie sur les notions introduites
dans [Gi1℄ et degage un petit nombre de modeles possibles pour les strutures de ontat
tendues sur haune des varietes itees plus haut.
Le texte qui suit s'organise ainsi. La partie 1 donne les enones preis des resultats et
presente les outils qui servent a leur demonstration. La partie 2 etudie systematiquement
les proprietes des familles a un parametre de feuilletages sur une surfae F qui proviennent
des strutures de ontat sur le produit de F par l'intervalle ; ette etude onduit a de nou-
velles demonstrations des theoremes de D. Bennequin [Be℄ et de Y. Eliashberg [El4℄
onernant les strutures de ontat sur la sphere S
3
. La partie 3 prolonge la partie 2
dans le as ou F est un tore et fournit des formes normales pour les strutures de ontat
tendues sur le tore epais. La partie 4 omplete la demonstration des theoremes de lassi-
ation.
Je tiens beauoup a remerier ii Bruno S

evenne ; sans sa ulture mathematique et
sa disponibilite innies, e travail n'aurait probablement pas vu le jour. Le texte qui suit
a ete en partie erit lors d'un sejour a l'Amerian Institute of Mathematis ; je remerie
vivement et institut pour son aueil et le onfort qu'il m'a oert. Charles Thomas et
Yasha Eliashberg m'avaient auparavant donne l'oasion de presenter des ebauhes de
e travail a Cambridge en juillet 94, a Park City en juillet 97 et a Stanford en novembre 98 ;
je les remerie, ainsi que John Etnyre pour l'inter^et qu'il a porte a mes exposes. D'autre
part, ertains des resultats demontres ii ont ete tres reemment annones par KoHonda.
1 Presentation des resultats
Pour enoner les resultats, quelques preisions sont neessaires. Tout d'abord, on
se donne une variete orientee V de dimension trois et les strutures de ontat qu'on

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onsidere sur V sont orientables et diretes. Autrement dit, haune d'elles est le noyau 
d'une 1-forme  dont le produit ave d est partout non nul et positif pour l'orientation
hoisie. Ensuite, on lassie les strutures de ontat  qui sont tendues, 'est-a-dire
telles qu'auun disque plonge dans IntV = V n V ne soit tangent a  en tous les
points de son bord. Les autres strutures de ontat, dites vrillees, ont ete lassiees par
Y. Eliashberg dans [El1℄.
Les exemples prinipaux de strutures de ontat tendues sont issus de la geometrie
omplexe : le bord oriente V d'une surfae omplexe ompateW est stritement pseudo-
onvexe si et seulement si le hamp  des droites omplexes tangentes a V est une struture
de ontat direte. Les strutures de ontat ainsi obtenues sont dites holomorphiquement
remplissables et sont tendues d'apres un theoreme de M. Gromov [Gr℄.
D'autres exemples viennent de l'observation suivante : si une struture de ontat
sur V induit une struture tendue sur un rev^etement de V , elle est tendue. Le fait que
l'assertion analogue pour les strutures vrillees soit fausse onduit a une nouvelle diho-
tomie : on dit qu'une struture de ontat tendue sur V est virtuellement vrillee si elle
induit une struture vrillee sur un rev^etement ni de V ; a l'oppose, une struture de
ontat est universellement tendue si elle induit une struture tendue sur le rev^etement
universel. Lorsque le groupe fondamental de V est residuellement ni | e qui est le as
pour les varietes etudiees ii |, toute struture de ontat tendue sur V est soit virtuel-
lement vrillee, soit universellement tendue. Il est a noter qu'on trouve des strutures de
ontat holomorphiquement remplissables dans les deux ategories.
A Les espaes lentiulaires
Un des nombres qui mesurent la omplexite d'une variete V de dimension trois est
son genre, deni omme le plus petit genre d'une surfae onnexe plongee dans V et
separant V en deux moreaux dont haun se retrate sur un bouquet de erles. Les
varietes de genre 1 sont les espaes lentiulaires. Si on exlut S
1
 S
2
, ils forment une
famille L
p;q
indexee par des entiers premiers entre eux tels que 0 < q < p. L'espae L
p;q
est le quotient oriente du produit T
2
 [0; 1℄ par la relation d'equivalene dont les lasses
non pontuelles sont les erles de diretion (0; 1) sur T
2
f0g et eux de diretion (p; q)
sur T
2
 f1g.
Theoreme 1.1. Soit p et q des entiers premiers entre eux tels que 0 < q < p. Les stru-
tures de ontat tendues et orientees sur L
p;q
sont toutes holomorphiquement remplissables
et forment un nombre ni de lasses d'isotopie egal a
Q
n
i=0
(a
i
  1) ou
p
q
= a
0
 
1
a
1
 
1
    
1
a
n
ave a
i
 2 pour 0  i  n.
En outre, es lasses d'isotopie oupent des lasses d'homotopie distintes dans l'espae
des hamps de plans orientes et toutes, sauf deux si q < p  1 et une si q = p   1, sont
onstituees de strutures de ontat virtuellement vrillees.
Si on s'interesse aux strutures de ontat tendues orientables mais pas orientees |
e qui est le plus souvent le as dans la suite |, le nombre de leurs lasses d'isotopie sur
L(p; q) est

1
2
Q
n
i=0
(a
i
  1)

, ou dxe designe le plus petit entier superieur ou egal a x.
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B Les bres en tores au-dessus du erle
Les varietes brees en tores au-dessus du erle sont, omme les espaes lentiulaires,
des quotients simples du tore epais T
2
 [0; 1℄. Cela dit, leur genre vaut 2 et, surtout,
elles ontiennent un tore inompressible. Ce tore vient ompliquer la lassiation des
strutures de ontat en faisant appara^tre un phenomene de torsion.
Denition 1.2. Soit  une struture de ontat sur une variete V de dimension trois.
On appelle 2-torsion de  le supremum des entiers n  1 pour lesquels on peut plonger
dans (IntV; ) le produit T
2
 [0; 1℄ muni de la struture de ontat d'equation
os(2nz) dx  sin(2nz) dy = 0; (x; y; z) 2 T
2
 [0; 1℄:
Si de tels entiers n'existent pas, la torsion est deretee nulle.
On denit de m^eme la -torsion en prenant sur T
2
 [0; 1℄ la struture de ontat
d'equation os(nz) dx  sin(nz) dy = 0.
Le alul de et invariant est deliat. Il n'est par exemple pas etabli que toute struture
de ontat tendue sur une variete ompate ait une torsion nie (f. onjeture 1.4). Sur
les varietes envisagees ii, le alul omplet de la torsion ressort de l'etude tomographique.
D'autre part, il deoule de [El1℄ que toute struture de ontat vrillee a une torsion innie.
Pour toute matrie A 2 SL
2
(Z), on note T
3
A
le quotient oriente du produit T
2
 R
par la transformation (x; t) 7! (Ax; t + 1). Le type topologique de T
3
A
est determine
par la lasse de onjugaison de A et depend fortement de la nature dynamique de A.
Celle-i transpara^t aussi dans la lassiation des strutures de ontat, e qui ree une
multitude de situations dierentes. La plus interessante est sans doute elle ou A est
hyperbolique (jtr(A)j > 2). Dans e as, A laisse deux droites invariantes ; la pente de
sa droite instable (resp. stable) dans les diverses bases entieres du plan derit l'orbite
d'un nombre quadratique sous l'ation de PSL
2
(Z) et la queue de son developpement en
fration ontinue est don periodique et independante de la base.
Theoreme 1.3. Soit A une matrie dans SL
2
(Z). Lorsque A est hyperbolique, on note z
la pente de sa diretion instable et a
m
; : : : ; a
m+n
les entiers formant une periode dans le
developpement de z en fration ontinue du type
z = a
0
 
1
    
1
a
m
 
1
a
m+1
    
ave a
i
 2 pour tout i  1.
a) Les strutures de ontat universellement tendues sur T
3
A
forment un nombre inni
de lasses de onjugaison ou la 2-torsion prend toutes les valeurs entieres positives ou
nulles. De plus, si tr(A) 6=  2, haque lasse est uniquement determinee par sa 2-
torsion.
b) Les strutures de ontat virtuellement vrillees et orientees sur T
3
A
ont toutes une
torsion nulle et forment un nombre ni N(A) de lasses d'isotopie. En outre, N(A)
vaut :
1)
Q
n
i=0
(a
m+i
  1)
k
si tr(A) <  2 et si A = P
k
ou P 2 SL
2
(Z) est primitive ;
2)
Q
n
i=0
(a
m+i
  1)
k
  2 si tr(A) > 2 et si A = P
k
ou P 2 SL
2
(Z) est primitive ;
3) jkj   1 si A =
 
1 0
k 1

ave k < 0 ;
3
4) 0 si A =
 
1 0
k 1

ave k > 0 impair ou si A est d'ordre ni mais non onjuguee a
 
 k  1
1 0

, k 2 f0; 1g ;
5) au plus 2 dans tout autre as ou tr(A) 6=  2.
La partie a) de e theoreme preise le theoreme 6 de [Gi4℄ ; en fait, l'etude tomogra-
phique dit que toute struture de ontat universellement tendue sur T
3
A
est onjuguee a
l'une des strutures etudiees dans [Gi4℄. La partie b) laisse en suspens le alul de N(A)
dans quelques as. Un autre probleme non resolu est la determination des strutures de
ontat remplissables sur T
3
A
. Il est probable que toutes les strutures de torsion nulle
sont holomorphiquement remplissables mais que, omme dans le as du tore T
3
, les autres
ne sont que sympletiquement remplissables [El4, Gi3℄.
Pour onlure ette partie onsaree aux varietes loses, on propose une onjeture
suggeree par les theoremes 1.1, 1.3 et les resultats de [Co1, Co2, Gi4, Gi5℄ :
Conjeture 1.4. Soit V une variete lose orientee de dimension trois. Les strutures de
ontat virtuellement vrillees sur V forment toujours un nombre ni de lasses d'isotopie
et les strutures de ontat universellement tendues forment un nombre inni de lasses
d'isotopie | et de onjugaison | si et seulement si V est torodale, 'est-a-dire ontient
un tore inompressible plonge.
C Le tore epais
L'ingredient le dans la demonstration des theoremes 1.1 et 1.3 est l'analyse des
strutures de ontat tendues sur le tore epais T
2
 [0; 1℄. Sur ette variete, on lassi-
e les strutures modulo l'ation des -isotopies, 'est-a-dire des isotopies relatives au
bord. Plut^ot que de simplement ompter les lasses, on herhe des invariants qui les
determinent.
La trae d'une struture de ontat sur le bord du tore epais est un premier invariant
de sa lasse de -isotopie. Cette trae, lorsque la struture est transversale au bord, est
un hamp de droites orientable qui engendre un feuilletage non singulier. Pour i = 0; 1,
on xe desormais un feuilletage non singulier 
i
de T
2
 fig et on s'interesse a l'espae
SCT (T
2
 [0; 1℄; 
0
; 
1
) des strutures de ontat tendues sur T
2
 [0; 1℄ qui impriment

0
t
1
sur le bord. D'apres un theoreme lassique de J. Gray, les omposantes onnexes
de et espae pour la topologie C
1
sont exatement les lasses de -isotopie herhees. On
note aussi SCT
u
(: : : ) et SCT
v
(: : : ) les sous-espaes de SCT (: : : ) onstitues des strutures
de ontat respetivement universellement tendues et virtuellement vrillees.
Dans SCT (T
2
 [0; 1℄; 
0
; 
1
), il y a de nouveau un invariant evident de -isotopie,
pour peu que l'on hoisisse une orientation de 
0
. En eet, e hoix determine une unique
orientation ompatible pour haque struture de ontat  dans SCT (T
2
 [0; 1℄; 
0
; 
1
)
(f. 2.A). Des lors,  possede une lasse d'Euler relative


() 2 H
1
 
T
2
 [0; 1℄;Z


=
Z
2
:
Cette lasse est la lasse d'homologie de l'entrelas oriente forme par les zeros d'une
setion generique de  qui, sur le bord, est partout non nulle et engendre 
0
t 
1
.
On suppose dorenavant que haque feuilletage 
i
est une suspension ('est-a-dire
qu'une ertaine ourbe fermee simple oupe transversalement toutes les orbites) et est de
l'un des types suivants :
0) 
i
est topologiquement linearisable, 'est-a-dire que ses orbites sont toutes fermees
ou toutes denses.
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1) 
i
a deux orbites fermees qui sont non degenerees (le germe d'holonomie n'est pas
tangent a l'identite) et entre lesquelles spiralent les autres orbites.
Un tel feuilletage 
i
a une diretion asymptotique D(
i
) = D
i
 H
1
(T
2
;R) : les yles
reels [L
t
℄=t, ou L
t
est un segment d'orbite de longueur t omplete en un laet par un
segment geodesique minimal, ont | au signe pres | une limite ommune non nulle dans
H
1
(T
2
;R) [S℄ et la droite D
i
qu'engendre ette limite (la demi-droite si 
i
est oriente)
est independante de la metrique. On note alors :
{ C = C(
0
; 
1
)  H
1
(T
2
;R) n f0g l'un des deux ^ones onvexes bordes a gauhe
par D
0
, a droite par D
1
et ouvert (resp. ferme) du ^ote de D
i
si 
i
est de type 0
(resp. 1) ;
{ E = E(
0
; 
1
) l'enveloppe onvexe des points entiers de C ;
{ B = B(
0
; 
1
) l'ensemble des points entiers primitifs de E, ordonne par la relation
(( w  w
0
si w ^ w
0
 0 )).
L'ensemble B est un (( intervalle de points entiers )) sur E (on exlut simplement les
points non primitifs qu'il peut y avoir sur D
i
si D
i
 C). On note dans la suite B
l'ensemble forme des extremites eventuelles de B et IntB l'ensemble B n B. En outre,
pour toute partie nie Q de B, on pose
(Q) =
(
0 si Q = ?,
P
k
j=1
( 1)
j 1
w
j
si Q = fw
1
; : : : ; w
k
g ave w
1
     w
k
.
Theoreme 1.5. Soit 
0
(resp. 
1
) une suspension sur T
2
de type 0 ou 1. On oriente 
0
de telle sorte que la demi-droite de ses yles asymtotiques soit le bord gauhe du ^one C.
La lasse d'Euler relative et la -torsion denissent une appliation


 

: SCT
 
T
2
 [0; 1℄; 
0
; 
1

 ! H
1
 
T
2
 [0; 1℄;Z

N
dont les bres sont toutes onnexes, sauf dans un as derit plus bas. De plus, les sous-
espaes SCT
u
et SCT
v
ont pour images respetives X
u
N et X
v
 f0g ou
X
u
=

2(Q) j Q \ IntB = ?; Q  B
	
;
X
v
=

2(Q) j Q \ IntB 6= ?; Q  B
	
:
L'exeption est la suivante : lorsque 
0
et 
1
sont tous deux de type 1 et ont la m^eme dire-
tion asymptotique, deux bres ont une innite de omposantes onnexes supplementaires
qui, sous l'ation des dieomorphismes relatifs au bord, ne forment ependant qu'une or-
bite. Ces bres exeptionnelles sont elles de (0; 0) et de (2w; 0), ou w est le point entier
primitif situe sur le bord gauhe de C.
En partiulier, lorsque l'une des diretions asymptotiques D
0
, D
1
est une droite irra-
tionnelle, SCT (T
2
 [0; 1℄; 
0
; 
1
) ompte une innite de omposantes onnexes qui, dans
l'espae des hamps de plans, oupent des lasses d'homotopie distintes. Sur les varietes
loses, il est au ontraire tres probable que seul un nombre ni de lasses d'homotopie
dans l'espae des hamps de plans ontiennent des strutures de ontat tendues [KM℄.
D Le tore plein
La lassiation qu'on donne sur le tore plein S
1
D
2
est semblable a elle obtenue
sur le tore epais mais plus simple ar, en l'absene de tout tore inompressible, la torsion
dispara^t.
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On designe par SCT (S
1
D
2
; ) l'espae des strutures de ontat tendues sur S
1
D
2
qui impriment sur le bord S
1
D
2

=
T
2
une suspension xee  de type 0 ou 1. On note

0
le feuilletage de T
2
par les erles orientes de diretion (0; 1) (qui sont des meridiens
du tore plein) et on onsidere le ^one
C = C(
0
; )  H
1
(T
2
;R) n f0g
(f. C) dont le bord gauhe est la demi-droite R
+
(0; 1). On note en outre
b
B l'ensemble
des points entiers primitifs de E(
0
; ) qui appartiennent a une ar^ete non vertiale.
Theoreme 1.6. Soit  une suspension sur T
2
de type 0 ou 1. On oriente  de telle sorte
que la demi-droite de ses yles asymptotiques soit le bord droit du ^one C.
La lasse d'Euler relative denit une appliation


: SCT
 
S
1
D
2
; 

 ! H
1
 
S
1
D
2
;Z


=
Z
dont les bres sont toutes onnexes. De plus, les sous-espaes SCT
u
et SCT
v
ont pour
images respetives
b
X
u
et
b
X
v
ou
b
X
u
=

1 + 2i

(Q) j Q \ Int
b
B = ? et CardQ = 0 (mod 2); Q 
b
B
	
;
b
X
v
=

1 + 2i

(Q) j Q \ Int
b
B 6= ? et CardQ = 0 (mod 2); Q 
b
B
	
;
et i : Z
2
= H
1
(T
2
;Z)! H
1
(S
1
D
2
;Z) = Z est la projetion sur le premier fateur.
E Chirurgie
Soit p et q des entiers premiers entre eux tels que 0 < q < p. Le nombre p=q a un
unique developpement (ni) en fration ontinue du type
p
q
= a
0
 
1
a
1
 
1
    
1
a
n
ave a
i
 2 pour 0  i  n.
On explique i-dessous omment onstruire
Q
n
i=0
(a
i
  1) strutures de ontat holomor-
phiquement remplissables sur L
p;q
qui sont non homotopes dans l'espae des hamps de
plans orientes. Le sole de ette onstrution est le fait [Ro℄ que L
p;q
s'obtient a partir
de S
3
par hirurgie sur un entrelas pondere (K
0
; : : : ; K
n
; a
0
; : : : ; a
n
) ou les nuds K
i
sont individuellement triviaux et forment une ha^ne : haque K
i
borde un disque plonge
dont l'intersetion ave K
j
, j 6= i, est vide si j 6= i  1 et reduite a un point sinon. On
rappelle brievement en quoi onsiste la hirurgie.
Si K est un nud oriente dans S
3
et W un voisinage tubulaire de K, le groupe
H
1
(W ;Z) possede une base anonique (; ) denie omme suit :
{  (resp. ) est la lasse d'une ourbe fermee simple sur W qui borde une surfae
dans W (resp. dans S
3
n IntW ) ;
{ l'image de  dans H
1
(W ;Z) est la lasse de K et l'intersetion de  ave  vaut 1
(le tore W est oriente omme bord de W ).

Etant donne un nombre r 2 Q[ f1g, la variete obtenue a partir de S
3
par hirurgie sur
le nud pondere (K; r) est
(S
3
nW ) [

W
0
6
ouW
0
est un tore plein et ou le dieomorphisme de reollement W ! W
0
envoie r+
dans le noyau de l'appliation H
1
(W
0
;Z) ! H
1
(W
0
;Z). La hirurgie sur un entrelas
est la hirurgie simultanee sur ses omposantes.
Pour la suite, on oriente arbitrairement les nuds K
i
, 0  i  n, on en prend des
voisinages tubulaires disjoints W
i
et on note (
i
; 
i
) la base anonique de H
1
(W
i
;Z)
derite plus haut.

A la desription de L
p;q
par hirurgie sur (K
0
; : : : ; K
n
; a
0
; : : : ; a
n
),
orrespond une presentation du groupe H
1
(L
p;q
;Z) ' Z=pZ : 'est le groupe engendre
par les 
i
et deni par les relations
a
0

0
  
1
= 0;
 
i 1
+ a
i

i
  
i+1
= 0; 1  i  n  1;
 
n 1
+ a
n

n
= 0:
On designe alors par 
i
l'image de 
i
dans H
1
(L
p;q
;Z) ; il est lair que 
0
(de m^eme que

n
) est un generateur de e groupe.
Soit maintenant 
0
la struture de ontat ordinaire sur S
3
, i.e. le hamp des droites
omplexes tangentes a la sphere unite de C
2
.

A tout nud legendrien oriente L dans
(S
3
; 
0
), on assoie lassiquement deux nombres :
{ l'invariant de Thurston-Bennequin tb(L) de L est l'enlaement de L ave L+  ou
 est la normale a 
0
le long de L ;
{ l'invariant de Maslov m(L) de L est le nombre d'enroulement de la tangente orientee
a L dans une trivialisation quelonque de 
0
.
Ces nombres sont lies par (au moins) deux relations, dont la premiere est faile et la
seonde est une forme du theoreme de Bennequin :
tb(L) +


m(L)


= 1 (mod 2);
tb(L) +


m(L)


  (S);
ou S est une surfae de Seifert quelonque de L. De plus, si deux entiers satisfont es
relations ave (S) = 1, e sont les invariants tb(L) et m(L) d'un nud legendrien
topologiquement trivial.
Dans e ontexte, le theoreme de hirurgie de Y. Eliashberg [El4℄ s'enone ainsi :
si L
0
t    t L
n
est un entrelas legendrien oriente dans (S
3
; 
0
), la variete V obtenue a
partir de S
3
par hirurgie sur l'entrelas pondere
 
L
0
; : : : ; L
n
; tb(L
0
)  1; : : : ; tb(L
n
)  1

porte une struture de ontat orientee qui est holomorphiquement remplissable et dont
la lasse d'Euler vaut
n
X
i=0
m(L
i
)
i
2 H
1
(V ;Z) :
La proposition qui suit deoule diretement de e resultat :
Proposition 1.7. Soit p et q des entiers premiers entre eux tels que 0 < q < p. Sur
l'espae lentiulaire oriente L
p;q
, il existe au moins
Q
n
i=0
(a
i
  1) strutures de ontat
orientees holomorphiquement remplissables qui, dans l'espae des hamps de plans orien-
tes, appartiennent a des lasses d'homotopie distintes.
Demonstration.

Etant donne des entiers b
i
2 [0; a
i
 2℄, 0  i  n, la ha^ne K
0
t  tK
n
est isotope a un entrelas legendrien L = L
0
t    t L
n
pour lequel
tb(L
i
) = 1  a
i
;
m(L
i
) = 2  a
i
+ 2b
i
;
0  i  n:
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La struture de ontat (b
1
; : : : ; b
n
) obtenue dans L
p;q
par hirurgie de ontat sur l'en-
trelas legendrien pondere (L
0
; : : : ; L
n
; a
0
; : : : ; a
n
) est alors holomorphiquement rem-
plissable. En outre, sa lasse d'Euler est | en dualite de Poinare ave |
n
X
i=0
(2  a
i
+ b
i
)
i
2 H
1
(L
p;q
;Z):
Mieux, le theoreme 4.12 de [Go℄ montre que la lasse
n
X
i=0
b
i

i
2 H
1
(L
p;q
;Z)
est un invariant homotopique du hamp de plans oriente (b
1
; : : : ; b
n
). Il reste don a
montrer que ette lasse determine la valeur des oeÆients b
i
.

A ette n, on observe
que les relations qui denissent l'homologie de L
p;q
a partir des meridiens 
i
se reerivent
sous la forme

i
= p
i

0
; 0  i  n;
0 = p
n+1

0
ave p
0
= 0 et p
i+1
> (a
i
  1)p
i
pour 0  i  n.
Par suite,
n
X
i=0
b
i

i
=
 
n
X
i=0
b
i
p
i


0
:
Or les inegalites p
i+1
> (a
i
  1)p
i
montrent que les (n+1)-uplets d'entiers b
i
2 [0; a
i
  2℄
sont lexiographiquement ranges dans le m^eme ordre que les nombres
P
n
i=0
b
i
p
i
2 Z.
La proposition i-dessus fournit indiretement beauoup de strutures de ontat ten-
dues sur le tore plein, le tore epais et les bres en tores au-dessus du erle (qui sont
rev^etus par l'interieur du tore epais). On herhe des lors a montrer qu'on les a toutes
obtenues.
F Tomographie
On disute ii brievement les idees de l'etude tomographique sur le tore epais. Une
struture de ontat sur T
2
 [0; 1℄ imprime un feuilletage sur toutes les tranhes T
2
ftg
et fournit ainsi un (( lm )) sur le tore, 'est-a-dire une famille a un parametre t de feuille-
tages. Ce lm derit entierement la struture (lemme 2.1) mais, en ontrepartie, est
extr^emement sensible aux perturbations. Le but de l'etude tomographique est de degager
un petit nombre de lms simples, determines par quelques donnees ombinatoires, tels
que toute struture de ontat tendue sur T
2
 [0; 1℄ soit -isotope a une struture qui
imprime l'un de es lms.
Avant de presenter les modeles, on en donne deux exemples. Soit  et  les strutures
de ontat d'equations respetives
sin(2t) dx+ os(2t) dy = 0;
os(2x) dy   sin(2x) dt = 0;
(x; y; t) 2 T
2
 [ 1; 1℄:
Sur haque toreT
2
ftg, la struture  imprime un feuilletage lineaire de pente   tan(2t)
tandis que  trae un feuilletage xe qui a deux erles de singularites | fx = 1=4g et
fx = 3=4g | et dont les autres orbites sont les segments fy = Constg.
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Soit maintenant G
s
, s 2 [ 1; 1℄, le graphe de la fontion (x; y) 7! s
 
1=4+" os(2x)

.
Pour s = 1, les feuilletages G
s
et G
s
respetivement induits sur G
s
par  et  sont
topologiquement isotopes : e sont des suspensions ayant deux orbites fermees hyperbo-
liques | les erles fx = 1=4g et fx = 3=4g | dont l'orientation depend du signe de s.
Les lms G
s
et G
s
, s 2 [ 1; 1℄, sont eux tres dierents. Le premier est une famille
de suspensions dont la diretion asymptotique tourne d'un demi-tour. Dans le seond,
les feuilletages G
s
, s < 0 (resp. s > 0), ont un type topologique onstant et 'est le
feuilletage singulier G
0
qui assure la transition d'un type a l'autre ; autrement dit, le
retournement de haque orbite fermee fx = 1=21=4g s'eetue par l'intermediaire d'un
erle de singularites.
On reprend i-dessous les notations et hypotheses du theoreme 1.5 (f. C). On pose
en outre F
t
= T
2
 ftg pour tout t 2 [0; 1℄. On dira qu'une struture de ontat  sur
V = T
2
 [0; 1℄ est sous forme normale
1
s'il existe des points t
1
<    < t
n
2 [0; 1℄ tels
que les onditions suivantes soient remplies :
{ pour tout t 2 [0; 1℄ n ft
1
; : : : ; t
n
g, le feuilletage F
t
imprime par  sur F
t
est une
suspension ;
{ pour 1  i  n, le feuilletage F
t
i
n'a auune orbite fermee et ses singularites
forment deux erles le long desquels  onide transversalement ave le hamp des
plans tangents aux tores F
t
;
{ sur haque intervalle ℄t
i
; t
i+1
[, 1  i  n  1, les suspensions F
t
ont une diretion
asymptotique D
t
qui varie.
Chaque feuilletage F
t
i
appara^t ainsi dans le lm F
t
omme etape intermediaire dans le
retournement de deux orbites fermees. La droite D
t
i
 H
1
(T
2
;R) qui ontient la lasse
des erles de singularites onide en partiulier ave D
t
pour t voisin de t
i
. On appelle
lieu de retournement de  un ensemble R() qui ontient un veteur entier primitif de
haque droite D
t
i
. Il n'est pas tres diÆile de voir que et ensemble, ave l'amplitude
des sequenes de rotation [t
i
; t
i+1
℄ ('est-a-dire l'angle total dont D
t
tourne sur P
1
pour
t 2 [t
i
; t
i+1
℄), determinent  a isotopie pres. De plus, les parties 2 et 3 onduisent au
resultat suivant :
Proposition 1.8. Toute struture de ontat tendue dans SCT (V ; 
0
; 
1
) est -isotope
a une struture de ontat sous forme normale  dont le lieu de retournement R() est
inlus dans B. De plus :
{ 

() = 2
 
R()

;
{  est universellement tendue si et seulement si R() \ IntB = ? ;
{  est virtuellement vrillee si et seulement si R()\ IntB 6= ? et, dans e as, toutes
les droites D
t
, t 2 ℄0; 1[, renontrent C.
Enn, si  est virtuellement vrillee, tout ensemble ni Q  B tel que 2(Q) = 

() est
le lieu de retournement d'une struture de ontat sous forme normale -isotope a .
G Frations ontinues et enveloppes onvexes
Il reste a relier les expressions numeriques des theoremes 1.1 et 1.3 aux ongurations
geometriques des theoremes 1.5 et 1.6. Le lien vient des relations bien onnues entre
les frations ontinues et les enveloppes onvexes de points entiers [Ar℄ ; on en rappelle
i-dessous quelques aspets pertinents.
1
Une denition tehniquement plus satisfaisante sera donnee au terme de la proposition 3.22.
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Soit D
0
et D
1
deux droites de R
2
et C un des deux ^ones onvexes bordes a gauhe
par D
0
et a droite par D
1
. Ce ^one peut ^etre pris ouvert ou ferme du ^ote de D
i
mais ne
ontient pas 0. On pose :
C
0
=

w
0
2 R
2
j w
0
^ w > 0 8w 2 C
	
:
Ainsi, C
0
est un ^one onvexe borde a gauhe par D
1
et a droite par D
0
; en outre, C
0
est ouvert (resp. ferme) du ^ote de D
i
si et seulement si C est ferme (resp. ouvert) de e
m^eme ^ote. On note aussi E (resp. E
0
) l'enveloppe onvexe des points entiers de C (resp.
C
0
) et B (resp. B
0
) l'ensemble des points entiers primitifs de E (resp. E
0
).
La dualite entre C et C
0
donne la propriete suivante (f. lemme 3.37) : un point entier
w
0
2 C
0
est sur E
0
(resp. est un sommet de E
0
) si et seulement si l'equation w
0
^w = 1
a une solution entiere (resp. plusieurs) dans C. Comme C = ( C
0
)
0
, es solutions sont
sur E et on note S(w
0
)  E leur ensemble ('est un sommet ou l'ensemble des points
entiers d'une ar^ete de E).
Lemme 1.9. On pose B
0
= fw
0
i
; i 2 Ig ou I est un intervalle de Z et w
0
i
^w
0
i+1
> 0 pour
tout i 2 I n sup I. On note d'autre part a
i
  1 le ardinal de S(w
0
i
) pour i 2 Int I = I nI.
a) La pente de D
1
dans haque base entiere (w
0
i
; w
0
i 1
) vaut
a
i
 
1
a
i+1
 
1
a
i+2
    
:
b) Les ombinaisons lineaires nies
P
i2I
b
i
w
0
i
, ou 0  b
i
 a
i
  2 pour tout i 2 Int I,
sont deux a deux distintes.
Demonstration.
a) La dualite derite plus haut montre que les extremites de S(w
0
i
) sont les pointsw
0
i
 w
0
i 1
et w
0
i+1
  w
0
i
. Par suite,
w
0
i+1
+ w
0
i 1
  2w
0
i
= (a
i
  2)w
0
i
; i.e. w
0
i+1
+ w
0
i 1
= a
i
w
0
i
:
La matrie qui exprime la base (w
0
i
; w
0
i+1
) dans la base (w
0
i 1
; w
0
i
) est don A
i
=
 
0  1
1 a
i

.
Celle qui exprime la base (w
0
i+k
; w
0
i+k+1
) dans la base (w
0
i 1
; w
0
i
) est alors A
i
A
i+1
  A
i+k
et l'homographie orrespondante s'erit
x 7 ! h
k
(x) =  
1
a
i
 
1
    
1
a
i+k
+ x
:
Dans ette expression, x et h
k
(x) sont les inverses des pentes dans la base (w
0
i 1
; w
0
i
), ou
enore les opposes des inverses des pentes dans la base (w
0
i
; w
0
i 1
). Par ailleurs, lorsque k
tend vers l'inni, l'image de la droite dirigee par w
0
i
tend vers D
1
. On obtient ainsi la
formule promise.
b) Les projetions des points w
0
i
sur D
1
parallelement a D
0
donnent, apres hoix d'un
veteur sur D
1
, des reels x
i
distints, ordonnes et stritement positifs pour i > inf I. Ces
nombres verient de plus
a
i
x
i
= x
i 1
+ x
i+1
pour tout i 2 Int I.
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Ainsi, x
i+1
> (a
i
  1)x
i
pour tout i 2 Int I. Comme dans la preuve de la proposi-
tion 1.7, es relations montrent que les familles nies de oeÆients b
i
, i > inf I, veriant
0  b
i
 a
i
  2 pour i < sup I sont lexiographiquement ranges dans le m^eme ordre que
les nombres
P
i>inf I
b
i
x
i
. Le resultat en deoule immediatement.
Corollaire 1.10. Soit w
0
0
; : : : ; w
0
n
, 0; n 2 Int I, des points onseutifs sur B
0
. Le nombre
de valeurs prises par la fontion  sur les parties Q de ardinal pair (resp. impair) dans
b
B =
S
n
i=0
S(w
0
i
)  B est
Q
n
i=0
(a
i
  1).
Demonstration. Soit w
n
= w
0
n+1
  w
0
n
l'extremite droite de S(w
0
n
). L'appliation qui, a
toute partie Q 
b
B, assoie l'ensemble
Q
0
=
(
Q n fw
n
g si w
n
2 Q,
Q [ fw
n
g si w
n
=2 Q,
denit une bijetion de l'ensemble des parties de ardinal impair dans elui des parties
de ardinal pair. De plus, (Q
0
) = (Q)  w
n
de sorte que  prend autant de valeurs sur
les parties de ardinal impair que sur elles de ardinal pair. D'autre part, pour toute
partie Q de ardinal pair dans
b
B, la relation de Chasles montre que (Q) =
P
n
i=0
b
i
w
0
i
ave 0  b
i
 a
i
  2. Le orollaire resulte don du lemme 1.9-b).
Exemple 1.11. Soit D
0
et D
1
les droites respetivement engendrees par les veteurs
(0; 1) et (p; q), ou p et q sont des entiers premiers entre eux tels que 0 < q < p. On note
b
B l'ensemble des points de B situes sur une ar^ete de longueur nie de E. Le nombre de
valeurs prises par la fontion  sur les parties de ardinal pair dans
b
B est
Q
n
i=0
(a
i
  1)
ou
p
q
= a
0
 
1
a
1
 
1
    
1
a
n
ave a
i
 2 pour 0  i  n.
2 Tomographie des strutures de ontat
A Lemme de reonstrution
F designe une surfae lose orientee, V le produit F  [ 1; 1℄ et F
t
, t 2 [ 1; 1℄, la
surfae F  ftg. Les strutures de ontat qu'on onsidere sur V sont toutes diretes
pour l'orientation produit et (o) orientables. En partiulier, haune d'elles est denie
globalement par une equation de Pfa  = 0. Dans la suite, lorsqu'on hoisit une telle
equation, on munit la struture de ontat de l'orientation induite par d.
Les lemmes de ette partie reposent sur l'interpretation de la ondition  ^ d > 0
lorsqu'on exprime  sous la forme
 = 
t
+ u
t
dt; t 2 [ 1; 1℄;
ou les 
t
et les u
t
sont respetivement des 1-formes et des fontions sur F . La ondition
de ontat s'erit
u
t
d
t
+ 
t
^
 
du
t
 
_

t

> 0 : ()
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Le signe fait ii referene a l'orientation de F et
_

t
est la derivee de 
t
par rapport a t.
Dans e ontexte, le feuilletage arateristique F
t
de F
t
est deni par l'equation

t
= 0. D'autre part, la famille des formes 
t
etant donnee, les familles de fontions u
t
qui verient l'inegalite () onstituent un ensemble onvexe. Le premier lemme i-dessous
deoule alors diretement du theoreme de J. Gray :
Lemme 2.1. Si deux strutures de ontat sur V impriment les m^emes feuilletages sur
haque surfae F
t
, elles sont isotopes relativement au bord.
Ainsi, une struture de ontat sur V est entierement determinee par le lm des
feuilletages F
t
.
Cet enone reele ependant une petite subtilite. On reserve en eet le terme de
feuilletage pour designer un objet geometrique, a savoir l'ensemble des ourbes integrales
d'une 1-forme. Mais il resulte failement du theoreme des fontions impliites que deux
1-formes qui denissent le m^eme feuilletage et ont une dierentielle non nulle en leurs
singularites sont multiples l'une de l'autre par une fontion partout non nulle.
Dans la suite, lorsque  est (o) orientee par le hoix d'une equation de Pfa  = 0 ou
 = 
t
+u
t
dt, on regarde les orbites des feuilletages F
t
omme des ourbes (o) orientees :
la relation  = Y y ! met de fait en dualite les 1-formes et les hamps de veteurs sur F
moyennant le hoix d'une forme d'aire !. Dans ette situation, les singularites de F
t
|
points ou la struture  est tangente a F
t
| sont aetees d'un signe, positif ou negatif
selon que les orientations de  et F onident ou non. Ce signe est aussi elui de d
t
et de
la divergene du hamp de veteurs Y dual de 
t
. La ondition de ontat fore don les
singularites a avoir une divergene non nulle. Or un peu de theorie des formes normales
montre que es singularites ne presentent | a un ensemble de odimension innie pres
| que trois types topologiques determines par leur indie, 1,  1 ou 0. Les singularites
positives d'indie 1 sont ainsi des foyers (ou des nuds) repulsifs.
L'inuene de la geometrie omplexe sur l'etude des strutures de ontat [El3℄ est
a l'origine d'un voabulaire partiulier. Une singularite de F
t
est ainsi appelee point
omplexe de F
t
et, selon que son indie vaut 1,  1 ou 0, le point est dit elliptique,
hyperbolique ou parabolique. Lorsque F
t
est non singulier | e qui suppose que F soit
un tore |, F
t
est dit totalement reel.
Une autre onsequene immediate du theoreme de Gray est que deux lms qui sont
C
1
-prohes et ont m^eme debut et m^eme n representent la m^eme struture. On peut don
imposer au lm F
t
toute propriete qui est generique pour les familles a un parametre de
feuilletages sur une surfae.
Proprietes 1. Generiquement, les singularites et les orbites fermees de haque feuille-
tage F
t
sont isolees | 'est vrai pour les familles indexees par un nombre ni quelonque
de parametres. Les phenomenes suivants jouent alors un r^ole important :
1
k
) F
t
possede exatement k orbites fermees degenerees, 'est-a-dire dont l'appliation
de premier retour est tangente a l'identite ;
2
k
) F
t
possede exatement k orbites reliant l'une a l'autre deux singularites d'indies
negatifs ou nuls (topologiquement, des selles ou des nuds-selles).
Dans un lm, 'est-a-dire une famille a un parametre de feuilletages, 1
k
et 2
k
n'apparais-
sent generiquement jamais ave k > 1. On observe en revanhe 1
0
et 2
0
durant un ouvert
dense 
  [ 1; 1℄. Le reste du temps, on observe 1
1
ou 2
1
mais jamais simultanement et
sous des formes benignes : pour les orbites fermees degenerees, l'appliation de premier
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retour a une derivee seonde non nulle et les orbites reliant des singularites d'indies
negatifs ou nuls sont de simples onnexions de selles non degenerees.
B Lemme de realisation
Pour omprendre la speiite des lms de ontat, on ommene par montrer qu'un
lm dont toutes les images verient la propriete disutee i-dessous s'integre en une
(unique) struture de ontat.
Reprenant la terminologie de [Gi1℄, on dit qu'une surfae F
t
est onvexe dans (V; )
si elle possede un voisinage tubulaire trivialise U ' F
t
R dans lequel la struture  est
R-invariante | la trivialisation de U est etrangere a la struture produit sur V .
Cette propriete ne depend que du germe de  le long de F
t
, i.e. du feuilletage F
t
ou
de la forme 
t
qui le denit. Par ailleurs, une struture de ontat R-invariante sur F
t
R
admet une equation tout aussi invariante. Il s'ensuit alors de la ondition de ontat ()
qu'une surfae F
t
est onvexe si et seulement s'il existe une fontion v
t
sur F
t
qui verie
v
t
d
t
+ 
t
^ dv
t
> 0; ()
ondition dont on donne i-dessous la tradution geometrique.
Denition 2.2. On dira que le feuilletage F
t
est expansif sur un domaine G de F
t
s'il se laisse denir par une 1-forme qui est positive sur le bord oriente G et dont la
dierentielle est partout positive sur G. Dualement dit, F
t
est expansif s'il est dirige par
un hamp de veteurs sortant dont le ot dilate l'aire.
On dira qu'une multi-ourbe  
t
(sous-variete lose de dimension 1) sinde le feuilletage
F
t
si elle evite les singularites, oupe transversalement les orbites et deoupe F
t
en regions
ou F
t
est expansif. Une telle multi-ourbe, si elle existe, est unique a isotopie pres parmi
les multi-ourbes qui sindent. En outre, l'espae des feuilletages sindes par une multi-
ourbe donnee est ontratile.
Si F
t
est une surfae onvexe, les zeros de n'importe quelle fontion v
t
veriant ()
forment une multi-ourbe qui sinde F
t
ar
8
<
:
la ou v
t
= 0; 
t
^ dv
t
> 0;
la ou v
t
6= 0; v
2
t
d


t
v
t

> 0 :
Inversement, s'il existe une multi-ourbe  
t
qui sinde F
t
, il est faile de onstruire une
solution v
t
de () qui s'annule exatement sur  
t
[Gi1℄.
Lemme 2.3. Toute famille a un parametre de feuilletages sindes par des multi-ourbes
est le lm d'une struture de ontat. Preisement, soit 
t
, t 2 [ 1; 1℄, une famille de
1-formes sur F . On suppose que, pour tout t, il existe une fontion v
t
: F ! R veriant
la ondition () :
v
t
d
t
+ 
t
^ dv
t
> 0 :
(On ne demande a priori auune ontinuite de v
t
en fontion de t.) Il existe alors sur
V = F  [ 1; 1℄ une struture de ontat d'equation 
t
+ u
t
dt = 0, ou u
t
est une famille
(lisse) de fontions F ! R.
Demonstration. Si les fontions v
t
forment une famille lisse en t, on pose simplement
u
t
= v
t
ou  est un nombre positif assez grand. Sinon, une partition de l'unite sur [ 1; 1℄
permet de gagner ette regularite ar la ondition () denit, 
t
etant donnee, un ^one
onvexe ouvert de fontions v
t
.
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Ce lemme et eux qui suivent en C sont utiles ar les surfaes onvexes abondent.
L'enone i-dessous | dont la preuve est donnee dans [Gi1, proposition II.2.6℄ | montre
qu'elles sont generiques et les araterise sous une hypothese faible (f. lemme 2.9).
On dit i-dessous qu'un feuilletage F
t
verie la propriete de Poinare-Bendixson si
l'ensemble limite de toute demi-orbite est soit une singularite, soit une orbite fermee
(yle), soit une reunion nie de singularites et d'orbites les reliant (poly-yle). Ainsi,
le theoreme de Poinare-Bendixson aÆrme qu'un feuilletage de la sphere ou d'une region
plane verie ette propriete des que ses singularites sont isolees.
Proposition 2.4. Soit F
t
une surfae dont le feuilletage arateristique F
t
verie la
propriete de Poinare-Bendixson. F
t
est onvexe si et seulement si les onditions suivantes
sont remplies
2
:
{ auune orbite fermee de F
t
n'est degeneree ;
{ auune orbite de F
t
ne va d'une singularite negative a une singularite positive.
Cette proposition derit les deux auses prinipales de non onvexite. Il y a ependant
un autre exemple tres interessant de surfaes non onvexes (dont le feuilletage ne verie
pas la propriete de Poinare-Bendixson) :
Denition 2.5. On dit qu'une surfae ontenue dans une variete de ontat est pre-
lagrangienne si son feuilletage arateristique se laisse denir globalement par une 1-forme
fermee non singuliere. | La terminologie vient de e qu'une telle surfae se releve en une
surfae lagrangienne dans la variete sympletisee. |
Une telle surfae, si elle est onnexe et lose, est un tore ou une bouteille de Klein. Le
feuilletage arateristique d'un tore pre-lagrangien est dierentiablement onjugue a un
feuilletage lineaire. Le tore possede don un voisinage tubulaire produit R
2
=Z
2
 [ "; "℄,
muni de oordonnees (x
1
; x
2
; ), dans lequel la struture a une equation du type
os(
0
+ ) dx
1
  sin(
0
+ ) dx
2
= 0 :
Ce voisinage est ainsi entierement feuillete par des tores pre-lagrangiens dont les feuille-
tages arateristiques ont des diretions qui varient dans tout un intervalle.
Pour une bouteille de Klein pre-lagrangienne, le modele loal est plus rigide. C'est le
quotient de T
2
 [ "; "℄ muni de la struture d'equation
os  dx
1
  sin  dx
2
= 0
par la transformation (x; ) 7! (x
1
+ 1=2; x
2
; ). En eet, omme tout feuilletage non
singulier deK
2
, le feuilletage arateristique d'une bouteille pre-lagrangienne a des orbites
fermees et est don forme de erles oorientables. Les tores d'equation jj = Const 6= 0
qui entourent la bouteille de Klein sont aussi pre-lagrangiens.
C Lemme d'uniite
Il s'agit enore d'un orollaire diret du theoreme de Gray qui permet de substituer
par un modele toute sequene du lm formee uniquement d'images onvexes.
Lemme 2.6. Soit 
0
et 
1
deux strutures de ontat qui impriment les m^emes feuille-
tages sur le bord. Si haque surfae F
t
est onvexe pour les deux strutures et ontient
une multi-ourbe  
t
qui varie ontin^ument ave t et sinde a la fois 
0
F
t
et 
1
F
t
, alors 
0
et 
1
sont isotopes relativement au bord.
2
Contrairement aux apparenes, es onditions sont independantes de l'orientation du feuilletage F
t
hoisie impliitement.
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Demonstration. Si 
i
a pour equation

i
t
+ u
i
t
dt = 0; i 2 f0; 1g;
les hypotheses fournissent, pour tout t 2 [ 1; 1℄, des fontions v
0
t
et v
1
t
qui s'annulent
exatement sur  
t
et verient
v
i
t
d
i
t
+ 
i
t
^ dv
i
t
> 0; i = 0; 1 :
Ces fontions sont alors multiples l'une de l'autre par une fontion positive h
t
= v
1
t
=v
0
t
de sorte que, quitte a multiplier initialement l'equation de 
1
par h
t
, on peut prendre
v
1
t
= v
0
t
= v
t
. Les equations

i
t
+
 
(1  s)u
i
t
+ sv
t

dt = 0; pour i = 0; 1, s 2 [0; 1℄ et  > 0,
denissent toutes des strutures de ontat. De m^eme pour les equations
(1  s)
0
t
+ s
1
t
+ v
t
dt = 0
| si du moins  est assez grand |, e qui fournit l'homotopie herhee.
Remarque 2.7.

Etant donne une struture de ontat 
0
sur V pour laquelle toutes
les surfaes F
t
sont onvexes, on regarde l'espae des strutures de ontat  ayant les
proprietes suivantes :
{  onide ave 
0
sur le bord ;
{ haque surfae F
t
est onvexe pour  et ontient une multi-ourbe qui varie onti-
n^ument ave t et sinde a la fois 
0
F
t
et F
t
.
Le lemme 2.6 aÆrme que et espae est onnexe mais sa preuve montre qu'il est en fait
ontratile. La version (( sans bord )) qu'on enone et demontre i-dessous supporte tout
aussi bien les parametres.
Lemme 2.8. Soit 
0
et 
1
deux strutures de ontat sur F  R pour lesquelles toutes
les surfaes F
t
= F  ftg sont onvexes. Si les multi-ourbes  
0
et  
1
qui sindent
respetivement 
0
F
0
et 
1
F
0
sont isotopes, alors 
0
et 
1
sont isotopes.
Demonstration. Quitte a bouger haque struture par une isotopie horizontale, on peut
supposer que  
0
=  
1
=   et que, pour tout reel t, la ourbe  ftg sinde a la fois 
0
F
t
et 
1
F
t
. Des arguments semblables a eux invoques dans le lemme 2.6 montrent que, a
de nouvelles isotopies horizontales pres laissant xe  R, les strutures 
0
et 
1
ont des
equations du type

i
t
+ u dt = 0; i = 0; 1;
ou u est une fontion F ! R qui s'annule exatement sur   et verie
u d
i
t
+ 
i
t
^ du > 0 pour i = 0; 1 et tout t 2 R.
Comme les solutions  sur F de l'inegalite u d +  ^ du > 0 forment un onvexe, il est
faile d'en trouver une famille 
t
, t 2 R, telle qu'en outre
(

t
= 
0
t
pour tout t prohe d'un entier pair;

t
= 
1
t
pour tout t prohe d'un entier impair.
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En multipliant au besoin 
t
par (t), ou  est une fontion egale a 1 au voisinage de Z,
on peut imposer
u d
t
+ 
t
^
 
du 
_

t

> 0;
e qui assure que l'equation

t
+ u dt = 0
denit une struture de ontat  sur F R. Toutes les surfaes F
t
sont onvexes et, pour
tout entier k 2 Z, la struture  onide ave 
0
pres de F
2k
et ave 
1
pres de F
2k+1
. Le
lemme 2.6, ombine a un argument d'exhaustion, donne le resultat voulu.
D Lemme de banalisation dynamique
La propriete de Poinare-Bendixson est satisfaite sur un ensemble qui est de odimen-
sion exatement 1 dans l'espae des feuilletages sur une surfae autre que la sphere. Le
lemme qui suit permet ependant de l'imposer pour les feuilletages arateristiques des
surfaes F
t
non onvexes.
Lemme 2.9. Soit 
0
une struture de ontat sur V = F  [ 1; 1℄. Si F
 1
et F
1
sont
onvexes, 
0
est isotope relativement au bord a une struture de ontat  pour laquelle
le feuilletage arateristique de toutes les surfaes F
t
non onvexes verie la propriete de
Poinare-Bendixson.
Demonstration. Pour toute partie P de F , on note omme d'habitude P
t
, t 2 [ 1; 1℄,
l'ensemble P  ftg.
On suppose d'abord que 
0
, arbitrairement orientee, verie les deux proprietes sui-
vantes :
1) F
t
est une surfae onvexe pour tout t 2 [ 1; 1=2℄ [ [1=2; 1℄ ;
2) le feuilletage 
0
F
t
est independant de t sur haun des intervalles [ 3=4; 1=2℄ et
[1=2; 3=4℄ ;
3) F est deoupee en deux surfaes planes F
+
et F
 
, eventuellement non onnexes,
dont le bord ommun, releve dans F
1=2
, est transversal au feuilletage 
0
F
1=2
, les
orbites sortant de F
+
1=2
pour entrer dans F
 
1=2
.
On designe par G
+
et G
 
des retreissements respetifs de F
+
et F
 
dont les bords sont
isotopes a F

parmi les ourbes ayant, dans F
1=2
, des releves transversaux a 
0
F
1=2
.
On hoisit alors une fontion stritement roissante g : [0; 1℄ ! [1=2; 1℄ qui induit
l'identite sur [3=4; 1℄ puis on pose 
1
= 

1

0
ou 
s
, s 2 [0; 1℄, est une isotopie a support
dans F  [ 3=4; 3=4℄ qui deplae les points vertialement et verie

1
 
G
+
t

= G
+
g(t)
pour tout t  0,

1
 
G
 
t

= G
 
 g(t)
pour tout t  0.
Le theoreme de Poinare-Bendixson assure que, pour tout t 2 [ 3=4; 3=4℄, le feuilletage

1
F
t
' 
0

1
(F
t
) verie la propriete de Poinare-Bendixson. En eet, si t 2 [0; 3=4℄ par
exemple, la ourbe G
+
t
deoupe F
t
en regions planes qui, vu les proprietes 2) et 3), sont
invariantes par 
1
F
t
dans le passe ou le futur. D'autre part, 
1
onide ave 
0
hors de
F  [ 3=4; 3=4℄ si bien que, d'apres la propriete 1), toutes les surfaes F
t
ave jtj  3=4
sont onvexes pour 
1
.
Reste a mettre en plae les proprietes 1), 2) et 3) en deformant 
0
par une isotopie
relative au bord. On trae d'abord sur F une multi-ourbe K dont le omplementaire est
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forme de regions planes. Comme les surfaes F
 1
et F
1
sont onvexes, elles sont deoupees
en regions ou leur feuilletage arateristique est expansif. Quitte a bouger K sur F par
une isotopie, on peut supposer qu'auune omposante onnexe de K
1
n'est inluse dans
une seule region d'expansion de F
1
. Les lemmes sur les surfaes onvexes (voir aussi la
proposition II.3.6 et l'exemple II.3.7 de [Gi1℄ fournissent alors une isotopie de V qui met
en plae les proprietes 1), 2) et :
4) la multi-ourbe K
1=2
est reunion d'orbites et de singularites de 
0
F
1=2
| plus
preisement, haque ar d'intersetion ave une region en expansion ontient une
selle ou un puits.
Il suÆt des lors de prendre pour F
 
un voisinage tubulaire de K et pour F
+
l'adherene
du omplementaire.
Remarque 2.10. Soit P une propriete generique quelonque pour les familles a un pa-
rametre de feuilletages sur une surfae. Dans le lemme i-dessus, on peut aussi imposer P
a tous les feuilletages 
1
F
t
. En eet, la onvexite est une propriete stable par perturbation
et la propriete de Poinare-Bendixson est garantie par une propriete egalement stable, a
savoir l'existene de ourbes transversales qui antonnent la dynamique dans des regions
planes.
E Lemme de naissane-mort
Le defaut de onvexite d'une surfae F
0
indique, par denition-m^eme, une variation
du type dierentiable des feuilletages F
t
quand t traverse la valeur 0. Les deux prohains
lemmes montrent que la ondition de ontat fore en fait une bifuration beauoup plus
nette : un hangement du type topologique des feuilletages.
On suppose ii que le feuilletage F
0
possede une orbite fermee C
0
degeneree, 'est-
a-dire dont l'appliation de premier retour est tangente a l'identite. On dira que C
0
est
positive (resp. negative) si la derivee seonde de ette appliation est non nulle et a le
signe annone. On note que e signe ne depend pas de l'orientation de  hoisie ar,
lorsqu'on la renverse, on hange a la fois l'orientation et la oorientation de F
0
.
Lemme 2.11. Toute orbite fermee degeneree C
0
qui est positive (resp. negative) indique
la naissane (resp. la mort) instantanee de deux orbites fermees non degenerees dans la
famille F
t
. Autrement dit, au voisinage de C
0
et pour t petit, F
t
presente deux orbites
fermees | qui sont de plus non degenerees | si sgn(C
0
) t > 0 et n'en possede auune si
sgn(C
0
) t < 0.
Demonstration. Comme C
0
est une orbite fermee degeneree,  admet une equation du
type 
t
+ u
t
dt = 0 pour laquelle d
0
s'annule identiquement sur C
0
. On hoisit alors sur
F ' F
0
un ar A transversal a F
0
et oupant C
0
en un point a
0
de son interieur. Pour t
assez petit, on note 
t
l'appliation de premier retour de F
t
sur A et on pose a
t
= 
t
(a
0
).
L'observation le est que la ondition de ontat impose l'inegalite

0
 
_a
0

< 0 ou _a
0
=
da
t
dt



t=0
: (y)
Soit en eet C
t
la ourbe fermee simple orientee obtenue en suivant l'orbite de F
t
entre
a
0
et a
t
puis en boulant par A. Le yle C
t
[( C
0
) est le bord d'une ha^ne singuliere D
t
ontenue dans un Æt-voisinage de C
0
pour une ertaine onstante Æ. Comme d
t
est nulle
sur C
0
pour t = 0,



Z
D
t
d
t



< Const t
2
:
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Par ailleurs,
Z
D
t
d
t
=
Z
C
t

t
 
Z
C
0

t
et le premier de es deux termes se reduit a une integrale sur le segment oriente A
t
de A
qui va de a
t
a a
0
. Ainsi,
0 =
d
dt

Z
D
t
d
t





t=0
=
d
dt

Z
A
t

t





t=0
 
d
dt

Z
C
0

t





t=0
don

0
 
_a
0

=  
d
dt

Z
A
t

t





t=0
=  
d
dt

Z
C
0

t





t=0
=  
Z
C
0
_

0
:
Or, le long de C
0
, la ondition de ontat s'erit

0
^
 
du
0
 
_

0

> 0;
e qui entra^ne, ompte tenu de l'orientation hoisie pour les feuilletages arateristiques,
Z
C
0
_

0
>
Z
C
0
du
0
= 0 :
Reste a voir que l'inegalite (y) fore la bifuration. Pour xer les idees, on suppose que
l'orbite C
0
est positive | 'est-a-dire que la derivee seonde de 
0
est positive en a
0
|
et on identie A a un intervalle autour de 0 en integrant 
0
a partir de a
0
. On peut ainsi
erire

t
(x) = x  t(x; t) + x
2
(x; t)
ou les fontions  et  sont stritement positives sur un voisinage [ "; "℄ [ "; "℄. Pour
t < 0, l'equation
t(x; t)  x
2
(x; t) = 0
n'a pas de solutions si bien que 
t
n'a pas de points xes. En revanhe, pour t > 0 assez
petit, on a, omme en t = 0,

t
( ") >  " et 
t
(") > "
tandis que

t
(0) =  t(0; t) < 0 :
Par suite, 
t
a un point xe x
 
dans l'intervalle ℄ "; 0[ et un autre x
+
dans ℄0; "[. De
plus, omme la fontion 
t
  id est stritement onvexe, sa derivee premiere s'annule au
plus une fois. Or elle s'annule forement entre deux zeros onseutifs, don x
 
et x
+
sont
les seuls points xes de 
t
et sont non degeneres, respetivement attratif et repulsif.
Remarque 2.12. Le fait que l'orbite fermee C
0
soit peu degeneree (i.e. ait une applia-
tion de premier retour dont la derivee seonde est non nulle) n'intervient ni pour etablir
l'inegalite (y), ni pour erire l'equation des points xes de 
t
sous la forme
t(x; t)  x
2
(x; t) = 0 :
Autrement dit, si C
0
est une orbite fermee degeneree quelonque,  peut s'annuler a
un ordre arbitraire en (0; 0) mais (0; 0) est stritement positif de sorte que l'equation
i-dessus reste reguliere et denit enore une sous-variete loale. Ainsi, la reunion des
orbites fermees prohes de C
0
sur les dierents tores F
t
, t 2 [ "; "℄, forme une surfae au
voisinage de C
0
, quel que soit le degre de degeneresene de C
0
.
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F Lemme de roisement
On suppose ii que F
0
possede une onnexion de selles C
0
, 'est-a-dire une orbite
(orientee) qui relie deux selles. On dira que la onnexion C
0
est retrograde si elle part
d'une selle b
 
0
qui est negative et aboutit a une selle b
+
0
qui est positive. Enore une fois,
ette notion est independante de l'orientation de  hoisie.
Pour t prohe de 0, haque feuilletage F
t
possede exatement une selle b

t
au voisinage
de b

0
. A l'instant t = 0, la presene de la onnexion C
0
signie qu'une des separatries in-
stables de b
 
0
onide ave une des separatries stables de b
+
0
. Lorsque t varie au voisinage
de 0, on peut suivre ontin^ument les separatries en question et un ar A, transversal
a F
0
et oupant C
0
en un unique point a
0
, oupe enore la separatrie stable (resp.
instable) de b
+
t
(resp. b
 
t
) en un seul point a
+
t
(resp. a
 
t
). Gr^ae a la oorientation de ,
on peut omparer sur A les positions de a
+
t
et a
 
t
.
Lemme 2.13. Toute onnexion de selles retrograde C
0
indique le roisement instantane
des separatries onernees dans la famille F
t
. Preisement, quand t est positif (resp.
negatif ), la separatrie stable passe au-dessus (resp. au-dessous) de la separatrie instable.
Demonstration. Si 
t
+ u
t
dt = 0 est une equation de , la fontion u
0
est negative en b
 
0
et positive en b
+
0
; elle s'annule don en un point a
0
de C
0
. On va observer le mouvement
des separatries sur un ar A de F

=
F
0
transversal a F
0
et oupant C
0
au seul point a
0
.
Pour ela, on designe par S

t
la partie de la separatrie de b

t
omprise entre l'ar A et
b

t
| en partiulier, C
0
= S
+
0
[ S
 
0
| et on pose a

t
= A \ S

t
. On va montrer que

0
 
_a
+
0

> 0 ou _a
+
0
=
da
+
t
dt



t=0
: (z)
L'inegalite

0
 
_a
 
0

< 0 ou _a
 
0
=
da
 
t
dt



t=0
en resultera formellement par un simple renversement d'orientation sur .
On supprime desormais les exposants +, pour alleger les notations, mais on pose
A
t
=

a
s
= a
+
s
j s 2 [0; t℄
	
;
B
t
=

b
s
= b
+
s
j s 2 [0; t℄
	
;
es ars etant respetivement orientes de a
t
vers a
0
et de b
0
vers b
t
. Ainsi,

0
 
_a
+
0

=  
d
dt

Z
A
t

t





t=0
et S
0
[ B
t
[ ( S
t
) [ A
t
borde une ha^ne singuliere D
t
. Malheureusement, lorsqu'on
l'applique diretement a 
t
, la formule de Stokes s'erit
 
Z
A
t

t
=
Z
B
t

t
+
Z
S
0

t
 
Z
D
t
d
t
et ne fait pas appara^tre ostensiblement la ondition de ontat. La raison prinipale est
que le terme
R
D
t
d
t
est diÆile a evaluer. L'idee est don de le supprimer en multipliant la
forme 
t
par une fontion positive h
t
an de la rendre fermee. La fontion h
t
est onstruite
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plus loin ; on montre qu'elle est denie sur un domaine G
t
onvenable (ontenant S
0
pour
t = 0), qu'on peut lui imposer h
t
(a
0
) = 1 et qu'alors

0
 
_a
0

=
Z
S
0
h
0
_

0
:
Auparavant, on deduit l'inegalite (z) de ette formule.
Le long de S
0
, la forme h
0

0
est fermee, 'est-a-dire que
d
0
= 
0
^ d logh
0
;
et on peut reerire la ondition de ontat
u
0
d
0
+ 
0
^
 
du
0
 
_

0

> 0
sous la forme

0
^
 
u
0
(d logh
0
) + du
0
 
_

0

> 0 :
En multipliant par h
0
, on obtient

0
^
 
d(u
0
h
0
)  h
0
_

0

> 0 :
Soit alors x un point ourant de S
0
(qu'on va faire tendre vers b
0
) et S
0
(x) l'ar oriente
de S
0
qui va de a
0
a x. Comme u
0
est nulle en a
0
, l'inegalite i-dessus entra^ne que la
fontion
f(x) =
Z
S
0
(x)
h
0
_

0
  h
0
(x)u
0
(x)
ro^t quand x se rapprohe de b
0
et est ainsi minoree par une onstante positive " hors
d'un voisinage de a
0
. Par ailleurs, u
0
est positive en b
0
, don, pour x assez loin sur S
0
,
Z
S
0
(x)
h
0
_

0
= f(x) + h
0
(x)u
0
(x) > ";
et, a la limite,
Z
S
0
h
0
_

0
 " > 0 :
Reste a trouver la fontion h
t
qui, par denition, doit verier
d
t
= 
t
^ d logh
t
:
Cette equation n'a pas de solutions aux singularites de 
t
(par exemple en b
t
) puisque d
t
est non nulle. Elle est en revanhe faile a resoudre sur le domaine G
t
forme des segments
d'orbites de F
t
issus de A et arr^etes (si besoin est) avant qu'ils ne reviennent dans A.
On pose h
t
= 1 sur A et on prolonge log h
t
a G
t
en integrant sur les orbites de F
t
, a
partir de A, la 1-forme 
t
denie hors des singularites de 
t
par
d
t
= 
t
^ 
t
:

Evidemment, le domaine G
t
ne ouvre pas l'ar B
t
, don pas non plus la 2-ha^ne D
t
,
mais les observations qui suivent permettent de ontourner ette diÆulte :
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{ omme b
t
est une singularite non degeneree de 
t
, la norme de db
t
=dt est bornee
par une onstante Æ et l'ar B
t
reste ainsi dans le Æt-voisinage U
t
de b
0
;
{ pour t assez petit, le domaine G
t
ouvre une bande qui ontient a la fois S
0
0
= S
0
nU
t
et S
0
t
= S
t
n U
t
;
{ la fontion h
t
est bornee sur G
t
\ U
t
. En eet, d
t
est positive en b
t
tandis que 
t
s'annule ; la relation d
t
= 
t
^ d logh
t
montre alors que, lorsque x s'approhe de b
t
sur S
t
, la valeur de d logh
t
(x) sur le veteur unitaire tangent a S
t
tend vers  1 si
bien que h
t
(x) tend vers 0.
On substitue alors aD
t
une 2-ha^neD
0
t
ontenue dansG
t
et bordee par S
0
0
[B
0
t
[( S
0
t
)[A
t
,
ou B
0
t
est l'ar de U
t
qui joint S
0
0
a S
0
t
en restant dans G
t
. La formule de Stokes, appliquee
ette fois a h
t

t
, s'erit
 
Z
A
t

t
=
Z
B
0
t
h
t

t
+
Z
S
0
0
h
t

t
:
Or les oeÆients de 
t
sur U
t
, ainsi que la longueur de B
0
t
, sont majores par Const t don



Z
B
0
t

t



< Const t
2
et de m^eme, puisque h
t
est bornee sur G
t
\ U
t
,



Z
S
0
nS
0
0

t



< Const t
2
:
L'egalite

0
 
_a
0

=
d
dt

Z
S
0
h
t

t





t=0
=
Z
S
0
h
0
_

0
en deoule immediatement.
G Lemme d'elimination
On suppose que F
0
possede deux singularites non degenerees en position d'elimina-
tion, 'est-a-dire un foyer a
0
et une selle b
0
qui ont le m^eme signe et sont lies par une orbite.
Cette onguration stable survit en haque feuilletage F
t
, pour t dans un intervalle
[ "
0
; "
0
℄, et on note C
t
l'adherene de l'orbite qui joint a
t
a b
t
sur F
t
.
Lorsque la surfae F
0
est onvexe, le lemme II.3.3 de [Gi1℄ montre qu'une isotopie
permet d'eliminer les points omplexes a
0
et b
0
. On donne i-dessous une version de
e lemme qui ne suppose plus la onvexite et ontr^ole les modiations apportees aux
surfaes voisines.
Lemme 2.14. On se donne un nombre positif Æ < "
0
et un voisinage U de la nappe
S
jtjÆ
C
t
dans lequel les seuls points omplexes de F
t
, pour t 2 [ "
0
; "
0
℄, sont a
t
et b
t
. Par
ailleurs, toujours pour t 2 [ "
0
; "
0
℄, on note C
0
t
la separatrie de b
t
opposee a C
t
et G
t
la
reunion des segments d'orbites de F
t
dont les deux extremites sont dans U .
a) On peut deformer  par une isotopie a support dans U an que F
t
n'ait plus de points
omplexes dans U pour t 2 [ Æ; Æ℄.
b) Pour t 2 [ Æ; Æ℄, on hoisit ontin^ument dans U un point b
0
t
sur C
0
t
et un point a
0
t
relie
a a
t
par son orbite sur F
t
. On peut alors realiser l'elimination de telle sorte qu'a la n,
pour tout t 2 [ Æ; Æ℄, l'orbite du point b
0
t
dans U \ F
t
passe arbitrairement pres de a
0
t
.
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) On suppose que, pour tout t dans un ompat  ℄   "
0
; "
0
[, le feuilletage F
t
j
G
t
se
laisse denir par une 1-forme dont la dierentielle ne s'annule pas. On peut alors realiser
l'elimination de telle sorte que, pour t 2 , haque surfae F
t
qui est initialement onvexe
et dont le feuilletage F
t
est sinde par une ourbe disjointe de U reste onvexe.
Demonstration. Quitte a tout bouger par une isotopie horizontale (i.e. une isotopie de V
respetant haque F
t
) et a prendre U plus petit, on s'arrange pour avoir d'une part :
{ U = E  [ "; "℄  F  [ 1; 1℄ = V , ou E est un ouvert de F muni de oordonnees
(x
1
; x
2
) 2 R
2
et ou [ Æ; Æ℄ [  ℄  "; "[ [ "
0
; "
0
℄.
On suppose d'autre part que, pour tout t 2 [ "; "℄, la situation se presente omme suit :
{ les points a
t
et b
t
ont pour oordonnees respetives (0; 0) et ( 1; 0) dans le plan
E
t
= E  ftg ;
{ les points a
0
t
et b
0
t
ont pour oordonnees respetives (1; 0) et ( 2; 0) ;
{ le feuilletage F
t
est transversal a tous les erles de rayons inferieurs a 1 autour
de a
t
;
{ hors du disque de rayon 1=2 autour de a
t
, les droites d'equations x
2
= Const dans
E
t
' R
2
 ftg sont transversales a F
t
, sauf l'axe x
2
= 0 qui (toujours hors du
disque) est reunion de feuilles et ontient en partiulier C
t
ainsi que la omposante
de C
0
t
\ E
t
qui porte b
0
t
.
D'autre part, pour xer les idees, on suppose que les singularites a
t
et b
t
sont positives
et on se donne une equation de  sur V qu'on erit, omme d'habitude, 
t
+ u
t
dt = 0.
Assertion. Il existe sur V une forme de ontat 
0
t
+ u
0
t
dt qui satisfait aux onditions
suivantes :
a1) les formes 
t
+ u
t
dt et 
0
t
+ u
0
t
dt sont homotopes, relativement a V n U , parmi les
formes de ontat sur V ;
a2) pour t 2 [ Æ; Æ℄, haque forme 
0
t
est non singuliere sur E
t
;
b1) pour t 2 [ "; "℄, haque dierene 
0
t
  
t
est un multiple positif ou nul de dx
2
le
long du segment [b
0
t
; a
0
t
℄ = [ 2; 1℄ ;
b2) pour t 2 [ Æ; Æ℄, haque 
0
t
est grande devant 
t
sur le sous-segment ( 1; 1=2℄
de [b
0
t
; a
0
t
℄ ;
1) pour t 2 [ "; "℄, haque 
0
t
s'erit 
t
+ u
0
t
dh
t
ou h
t
est une fontion F
t
! R a
support dans E
t
;
2) si t 2 , si F
t
est onvexe et si F
t
est sinde par une multi-ourbe disjointe de E
t
,
il existe une fontion v
0
t
: F
t
! R qui onide ave u
0
t
sur le support de dh
t
et verie
la ondition de onvexite v
0
t
d
t
+ 
t
^ dv
0
t
> 0.
Le lemme deoule immediatement de ette assertion.
a) C'est une onsequene direte des onditions a1) et a2).
b) Les onditions b1) et b2) entra^nent que, pour t 2 [ Æ; Æ℄, l'orbite de b
0
t
sur le feuilletage
deni dans E
t
par 
0
t
est prohe du segment [b
0
t
; a
0
t
℄.
) Les onditions 1) et 2) montrent que, si t 2 , si F
t
est onvexe et si F
t
est sinde
par une multi-ourbe qui evite E
t
, alors
v
0
t
d
0
t
+ 
0
t
^ dv
0
t
= v
0
t
d
t
+ 
t
^ dv
0
t
> 0
ar v
0
t
onide ave u
0
t
sur le support de dh
t
.
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Avant de prouver l'assertion, on pose enore quelques notations. Pour tout reel posi-
tif r, on designe par
D(r) le disque de rayon r autour de (0; 0),
R(r) le retangle [ 1  r; 1=2 + r℄ [ r; r℄,
Q(r) le arre [ 1  r; 1 + r℄ [ r; r℄.
Preuve de l'assertion. Il s'agit de onstruire les fontions u
0
t
et h
t
. On hoisit d'abord :
{ une fontion  : [ "; "℄! [0; 1℄ qui est nulle pres du bord et vaut 1 sur [ Æ; Æ℄ [  ;
{ une fontion 
r
: E = R
2
! [0; 1℄ qui, pour tout r 2 ℄0; 1=4[, est nulle hors de
D(1   r) [ R(2r), vaut 1 sur D(1   2r) [ R(r) et a une dierentielle bornee par
Const r
 1
.
On se donne aussi une famille de fontions v
t
: G
t
!℄0;1[; t 2 [ "; "℄, veriant
d


t
v
t

> 0 pour tout t 2 ,
v
t
(b
t
) = u
t
(b
t
) pour tout t 2 [ "; "℄.
On pose alors
h
t
= (t) h et u
0
t
= u
t
+ (t)
 

r
(v
t
  u
t
) + w

:
Les nouvelles inonnues h et w sont :
{ pour h, une fontion R
2
! R a support dans le retangle R(r), nulle sur l'axe reel
et egale, sur le retangle R(r=2), a une fontion du type (x
1
; x
2
) 7! x
2
ou  est un
nombre positif ;
{ pour w, une fontion radiale R
2
! [0;1[ de support un disque D(1   s), s < r,
et logarithmiquement deroissante (a l'interieur de D(1   s)) le long des orbites
de F
t
.
Reste a voir que les onditions enumerees dans l'assertion sont remplies lorsque r et h
sont petits et que logw dero^t fortement. Dans les aluls qui suivent, on pose
w
t
= 
r
(v
t
  u
t
) + w; don u
0
t
= u
t
+ (t)w
t
:
Tout d'abord, la ondition de ontat pour la 1-forme 
0
t
+ u
0
t
dt, ou 
0
t
= 
t
+ u
0
t
dh
t
,
est que la 2-forme suivante soit positive sur F pour tout t 2 [ "; "℄ :
u
0
t
d
0
t
+ 
0
t
^
 
du
0
t
 
_

0
t

= u
t
d
t
+ 
t
^
 
du
t
 
_

t

+ dh ^
 
(t) _u
t

t
+ 
0
(t)u
t

t
  (t)u
t
_

t

+ (t)

w
t
d
t
+ 
t
^ dw
t
+ w
t
dh ^
 
2
0
(t)
t
  (t)
_

t


:
On reerit plus synthetiquement ette expression

t
+ dh ^ 
t
+ (t)
 
w
t
d
t
+ 
t
^ dw
t
+ w
t
dh ^ 
t

ou les formes 
t
, 
t
et 
t
ne dependent ni de h ni de w.
Comme jd
r
j  Const r
 1
, les formes 
t
^ d
r
sont bornees independamment de r au
voisinage de a
t
et b
t
. On hoisit alors r assez petit pour que les 2-formes
d
t
et
1
3

t
+ (v
t
  u
t
) 
t
^ d
r
+ 
r
 
(v
t
  u
t
) d
t
+ 
t
^ d(v
t
  u
t
)

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soient positives respetivement sur D(2r)[Q(2r) et sur Q(2r) (en b
t
, 
t
et v
t
 u
t
= w
t
 w
s'annulent). On prend ensuite pour h une fontion R(r)! R du type indique plus haut
et suÆsamment C
1
-petite pour que les formes
1
3

t
+ (w
t
  w) dh ^ 
t
; d
t
+ dh ^ 
t
et
1
3

t
+ dh ^ 
t
soient positives respetivement sur Q(r), sur D(r) et sur F
t
tout entiere. On prend enn w
grande sur D(r) et logarithmiquement tres deroissante le long des orbites de F
t
sur
D(1  s) nD(r). Ainsi,
w


t
^
dw
w
+ d
t
+ dh ^ 
t

est positive sur IntD(1  s) (et arbitrairement grande sur tout ompat de e disque).
Ce qui preede montre en fait que la ondition a1) est veriee : les segments joignant
respetivement 
t
+ u
t
dt a 
t
+ u
0
t
dt et 
t
+ u
0
t
dt a 
0
t
+ u
0
t
dt donnent le hemin voulu
parmi les formes de ontat.
Pour voir que la ondition a2) est satisfaite lorsque h est assez petite et w assez grande
(r etant xe), on observe que :
{ sur la region R(r) nR(r=2), la forme 
t
n'approhe pas de 0 ;
{ sur R(r=2) nD(1=2), les niveaux de h sont transversaux aux orbites de F
t
;
{ sur D(1=2), la fontion w est arbitrairement grande.
Ces remarques permettent aussi de realiser b1) et b2). Enn, la ondition 1) est veriee
par onstrution-m^eme et 2) l'est pour la raison suivante : si le feuilletage F
t
est sinde
par une multi-ourbe disjointe de E
t
, il est expansif sur la region G
t
. Comme toute orbite
de F
t
qui quitte G
t
n'y revient plus, la fontion v
0
t
= v
t
+ w, qui onide ave u
0
t
sur le
support de h
t
, se prolonge a F
t
en une fontion qui verie la ondition de onvexite.
Remarque 2.15. Le proede derit i-dessus permet aussi de supprimer d'un oup, pour
tout t 2 [ Æ; Æ℄, plusieurs paires de singularites (a
i
t
; b
i
t
) qui sont en position d'elimination
dans F
t
a haque instant t 2 [ "
0
; "
0
℄. Le support de l'isotopie a eetuer est un voisi-
nage U arbitrairement petit de la reunion des ars d'elimination C
i
t
. De plus, les surfaes
onvexes F
t
, t 2 , dont le feuilletage est sinde par une ourbe disjointe de U restent
onvexes a la ondition suivante : pour tout t 2 , le feuilletage F
t
j
G
t
est deni par une
forme dont la dierentielle ne s'annule pas, ou G
t
designe ette fois la region formee des
segments d'orbites dont les deux extremites sont dans des omposantes de U ontenant
des singularites d'un m^eme signe.
H Lemme de preparation
On suppose maintenant que  est une struture de ontat tendue sur V , 'est-a-dire
qu'auun disque plonge dans V n'est tangent a  en tous les points de son bord. Le lemme
i-dessous permet de deformer  pour que les surfaes F
t
non onvexes aient le moins de
points omplexes possible.
Lemme 2.16. Sur V , toute struture de ontat tendue et a bord onvexe se laisse
deformer, par une isotopie relative au bord, en une struture pour laquelle les surfaes F
t
non onvexes ont toutes exatement j(F )j points omplexes.
Remarque 2.17. Si F est la sphere S
2
, le lemme i-dessus donne une isotopie au terme
de laquelle toutes les spheres F
t
sont onvexes. Les lemmes 2.6 et 2.8 permettent alors de
redemontrer failement les resultats de Y. Eliashberg selon lesquels S
2
R, S
2
 S
1
,
S
3
et R
3
portent une unique struture de ontat tendue.
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Demonstration. On deforme d'abord la struture par une isotopie qui banalise la dy-
namique (lemme 2.9) tout en realisant un lm generique (remarque 2.10). On onsidere
ensuite l'ensemble  des instants t dans [ 1; 1℄ ou la surfae F
t
n'est pas onvexe. C'est un
ferme d'interieur vide (proprietes 1) qui, si  designe la struture, est la reunion disjointe
des ensembles suivants (proposition 2.4) :
{ l'ensemble 
1
des t pour lesquels F
t
presente une orbite fermee degeneree | elle-i
est positive ou negative (f. E), d'ou une sous-partition de 
1
en 
+
1
et 
 
1
;
{ l'ensemble 
2
des t pour lesquels F
t
presente une onnexion de selles retrograde
(f. F).
On montre i-dessous omment appliquer le lemme d'elimination 2.14 pres des surfaes
F
t
; t 2 , pour obtenir le resultat voulu.
Si t
0
2 
+
1
, le feuilletage F
t
0
n'a que des singularites non degenerees et auune
onnexion de selles mais presente une orbite fermee degeneree, laquelle indique la nais-
sane de deux orbites fermees non degenerees (lemme 2.11). Par suite, dans un intervalle
℄t
0
; t
0
+"
0
℄, les surfaes F
t
sont toutes onvexes et les feuilletages F
t
sont struturellement
stables (de type Morse-Smale). L'etude des surfaes onvexes et de leurs feuilletages dans
les strutures tendues [El4, Gi2℄ montre alors que, si F
t
ompte 2n + j(F )j singula-
rites pour t dans ℄t
0
; t
0
+ "
0
℄, on peut grouper 2n d'entre elles par paires disjointes en
position d'elimination (f. G). De plus, haque paire, ave son ar d'elimination, se laisse
suivre par ontinuite quand t passe en-dea de t
0
, jusqu'en t
0
  "
1
. Par ailleurs, on peut
trouver des reels positifs Æ < "  min("
0
; "
1
) tels que, dans l'intervalle [t
0
  "; t
0
  Æ℄,
les surfaes F
t
soient toutes onvexes et portent des feuilletages F
t
struturellement
stables. Le lemme 2.14 (ave la remarque 2.15) fournit alors une isotopie a support dans
F [t
0
 "; t
0
+"℄ au terme de laquelle les surfaes F
t
non onvexes, pour t 2 [t
0
 "; t
0
+"℄,
ont exatement j(F )j points omplexes.
Si t
0
2 
2
, le feuilletage F
t
0
a des singularites et des orbites fermees toutes non
degenerees mais presente une et une seule onnexion de selles, laquelle est retrograde et
indique le roisement de deux separatries (lemme 2.13). Les autres separatries de F
t
0
(elles qui ne partiipent pas a la onnexion) sont stablement arohees a des foyers ou
a des orbites fermees. Par suite, dans un intervalle entreoupe [t
0
  "; t
0
+ "℄ n ft
0
g, les
surfaes F
t
sont toutes onvexes et les feuilletages F
t
sont struturellement stables.
An de derire preisement le proessus d'elimination, on introduit les objets et les
notations suivantes pour tout t 2 [t
0
  "; t
0
+ "℄ :
{  
+
t
(resp.  
 
t
) est le (( graphe )) forme, sur F
t
, par les orbites fermees repulsives
(resp. attratives) de F
t
, les singularites positives (resp. negatives) et leurs varietes
stables (resp. instables) ;
{ b
+
t
et b
 
t
sont les selles de F
t
, respetivement positive et negative, qui sont onne-
tees a l'instant t = t
0
;
{ S
+
t
et S
 
t
sont les separatries respetives de b
+
t
et b
 
t
qui se onfondent a l'instant
t = t
0
;
{ a

t
(resp. a

t
) est le foyer ou l'orbite fermee de F
t
| variant ontin^ument ave t |
sur lequel, quand t < t
0
(resp. quand t > t
0
), s'aumule le bout de S

t
oppose a b

t
.
Pour t 6= t
0
, les graphes  
+
t
et  
 
t
sont fermes, disjoints, et l'inegalite de Bennequin [El4,
Gi2℄ aÆrme qu'auune de leurs omposantes onnexes n'est un arbre, sauf si F est la
sphere S
2
, auquel as  
+
t
et  
 
t
sont deux arbres onnexes. Les graphes  

t
0
, en revanhe,
ont en ommun la separatrie S = S

t
0
et ne sont pas fermes puisque b

t
0
=2  

t
0
. Dans la
suite, on omet l'indie t dans les notations i-dessus quand t = t
0
et on note A

(resp. B

)
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la omposante onnexe de  

qui ontient a

(resp. b

). L'assertion i-dessous donne la
le pour mener l'elimination a son terme :
Assertion. Si F 6= S
2
et si A
+
(resp. A
 
) est un arbre ferme, alors B
 
(resp. B
+
) est
un arbre | non ferme.
Preuve. On suppose que A
+
est un arbre ferme et que B
 
ontient des yles. On observe
alors que :
{ omme A
+
est un arbre, a
+
est un foyer ;
{ omme A
+
est ferme, il ne ontient pas S et diere don de B
+
;
{ omme, pour t 6= t
0
, auune omposante onnexe de  
+
t
n'est un arbre, B
+
ontient
au moins un yle et A
+
ontient a
+
, lequel est don aussi un foyer.
Ainsi, les deux bouts de la variete stable R de b
 
s'appuient sur A
+
et le yle A
+
[R n'est
pas ontratile, sans quoi il enfermerait dans un disque l'un des yles de B
+
ou de B
 
(e
qu'interdit l'inegalite de Bennequin). On explique i-dessous omment bouger F
t
0
par une
isotopie pour faire appara^tre dans son feuilletage une nouvelle onguration interdite.
On hoisit sur B
 
un yle C et un ar simple B qui joint b
 
a C. On plie ensuite
F
t
0
deux fois (en sens inverses) le long de C du ^ote oppose a B. Cette operation hange
les graphes  

omme suit : le yle C se dedouble en deux yles negatifs paralleles,
C et C
00
, qui sont separes par un yle positif isole C
0
; l'ar B joint toujours b
 
a C.
Maintenant, si C est une orbite fermee, on y ree une paire de singularites negatives en
position d'elimination ylique, au sens ou toute la variete stable de la selle aboutit au
foyer et ouvre C. L'extremite de B situee sur C est alors un foyer a
 
. L'ultime operation
onsiste a eliminer toutes les singularites qui se trouvent sur B (y ompris les extremites
a
 
et b
 
). Le lemme 2.14-b permet de s'arranger pour qu'a la n, les separatries qui
aboutissaient en a
 
sur C aillent l'une vers a
 
et l'autre vers a
 
. Dans es onditions, la
separatrie S de b
+
qui venait de b
 
vient du yle positif C
0
et l'arbre A
+
se trouve isole
des autres parties du graphe positif. Les tehniques de [El4, Gi2℄ s'appliquent alors pour
montrer que la struture n'est pas tendue.
On aborde maintenant l'elimination. Si 2n
0
des 2n+(F ) singularites de F
t
0
forment
n
0
paires disjointes en position d'elimination et ne ontenant pas les selles b

, le lemme
2.14 et la remarque 2.15 donnent une isotopie a support dans F  [t
0
  "; t
0
+ "℄ au
terme de laquelle les surfaes F
t
non onvexes, pour t 2 [t
0
  "; t
0
+ "℄, ont exatement
2(n n
0
)+ j(F )j points omplexes. Le nombre maximal n
0
de es paires (( inoensives ))
vaut
{ n si B
+
et B
 
ontiennent tous deux des yles (l'assertion assure qu'alors, ni A
+
ni A
 
ne sont des arbres) ;
{ n  2 si B
+
et B
 
sont tous deux des arbres ;
{ n  1 dans tout autre as.
Apres ette elimination, on hoisit un nombre positif Æ < " satisfaisant aux onditions
suivantes :
{ F
t
a exatement 2(n  n
0
) + (F ) points omplexes si jt  t
0
j < Æ ;
{ F
t
est onvexe si Æ  jt  t
0
j  ".
Pour xer les idees, on suppose desormais que B
 
est un arbre et on raisonne as par
as.
1) Si B
+
est aussi un arbre, l'elimination des n  2 paires inoensives laisse sur F
t
, pour
tout t 2 [t
0
  Æ; t
0
+ Æ℄, deux points elliptiques a
+
t
et a
 
t
qui sont en position d'elimination
ave b
+
t
et b
 
t
respetivement. On se donne alors un nombre positif  < Æ assez prohe
de Æ pour que F
t
soit onvexe si   jt   t
0
j  Æ. On applique ensuite le lemme 2.14
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simultanement aux deux paires (a

; b

) en prenant pour  la reunion des intervalles
[t
0
  Æ; t
0
  ℄ et [t
0
+ ; t
0
+ Æ℄.
2) Si ni B
+
ni A
+
ne sont des arbres, on elimine omme en 1 le seul point elliptique qui
reste apres la suppression des n  1 paires inoensives.
3) Si A
+
est un arbre (ferme), toute la variete stable de b
 
vient de A
+
et forme ave A
+
un yle ontratile qui enferme dans un disque l'arbre B
 
n S (voir la preuve de l'as-
sertion). Apres avoir supprime les n   1 paires inoensives, on elimine b
 
, omme en 2,
ave l'unique point elliptique a
 
qui reste sur B
 
. Cei fait, la separatrie S de b
+
qui
venait de b
 
vient du point elliptique a
+
sur lequel s'est eondre A
+
et il ne reste plus
alors qu'a eliminer la paire (a
+
; b
+
).
I Lemmes de bifuration et theoreme de Bennequin
La preuve du lemme 2.16 invoque abusivement les lemmes 2.11 et 2.13. En eet,
l'important n'est pas de onna^tre le sens des bifurations mais simplement de savoir
qu'elles ont lieu. Or ela fait partie du omportement generique du lm. Pour lore ette
partie, on esquisse une demonstration du theoreme de D. Bennequin [Be℄ dans laquelle
les deux lemmes de bifuration 2.11 et 2.13 jouent un r^ole ruial. Tout d'abord, on
observe que la struture de ontat ordinaire sur R
3
, d'equation dz + x dy   y dx = 0,
est invariante par le ot des transformations (x; y; z) 7! (e
t
x; e
t
y; e
2t
z). Toutes les spheres
eulidiennes entrees a l'origine sont don onvexes et leur feuilletage arateristique est
sinde par une ourbe onnexe. Le theoreme deBennequin| selon lequel ette struture
de ontat est tendue | est don equivalent au resultat suivant :
Theoreme 2.18 [Be℄. Soit  une struture de ontat sur V = S
2
 [ 1; 1℄ pour laquelle
toutes les spheres S
t
= S
2
 ftg, t 2 [0; 1℄, sont onvexes. Si haque feuilletage S
t
est
sinde par une ourbe onnexe, la struture  est tendue.
Esquisse de demonstration. On suppose que  est vrillee. Il existe alors une -isotopie 
s
de V , s 2 [0; 1℄, qui amene S
0
sur une sphere onvexe 
1
(S
0
) ontenant un disque partout
tangent a  le long de son bord. Le feuilletage  
1
(S
0
) est alors sinde par une ourbe
non onnexe. Dans [0; 1℄ [ 1; 1℄, on note 
 l'ouvert dense des points (s; t) pour lesquels

s
(S
0
t
) est une sphere onvexe. Cet ouvert est l'union des ouverts 

t
et 

v
ou 

t
(resp. 

v
)
est forme des points (s; t) pour lesquels  
s
(S
t
) est sinde par une ourbe onnexe (resp.
non onnexe). On pose alors s
0
= inf (

v
) ou  est la projetion [0; 1℄ [ 1; 1℄! [0; 1℄
et on hoisit, au-dessus de s
0
, un point (s
0
; t
0
) dans l'adherene de 

v
.
Par hypothese, s
0
est stritement positif et, par onstrution, (s
0
; t
0
) appartient au
omplementaire  de 
. L'ensemble  est un ferme naturellement stratie en strates
de odimensions 1 et 2. Comme tout feuilletage de S
2
verie la propriete de Poinare-
Bendixson par le theoreme du m^eme nom, les strates de odimension 1 orrespondent
aux feuilletages  
s
(S
t
) qui presentent soit une orbite fermee degeneree de naissane ou
de mort, soit une onnexion retrograde entre deux selles. On note 
1
la reunion de es
strates. Les strates de odimension 2 sont de deux types :
{ les points d'intersetion entre deux strates de odimension 1 | on note 
11
leur
ensemble ;
{ les points (s; t) orrespondant aux feuilletages  
s
(S
t
) qui presentent soit une orbite
fermee plus degeneree (mais stable), soit une onnexion retrograde entre une selle
et un nud-selle | on note 
2
l'ensemble de es points.
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La premiere observation le est que le point (s
0
; t
0
) n'est pas dans 
1
. En eet, les
lemmes 2.11 et 2.13 assurent que la restrition de  a es strates est toujours un homeo-
morphisme loal. Un argument faile montre que (s
0
; t
0
) n'est pas non plus dans 
2
: un
point (s; t) 2 
2
adhere a une seule strate de odimension 1 et les omposantes de 

voisines de (s; t) se projettent sur tout un voisinage de s. La derniere possibilite est
don que (s
0
; t
0
) soit a l'intersetion (generiquement transversale) de deux strates 
0
et

1
de odimension 1. Auune de es strates ne orrespond a une orbite fermee puisque
sa projetion sur [0; 1℄ se prolonge en-dea de s
0
. Ainsi, 
0
et 
1
orrespondent a des
onnexions de selles. Par ailleurs, elles partagent loalement 
 en quatre regions : G
(gauhe), D (droite), H (haut) et B (bas). Par hypothese, D est dans 

v
tandis que B
et H sont dans 

t
. On laisse au leteur le plaisir de deouvrir omment le lemme 2.13
implique alors que G est dans 

v
.
3 Formes normales des strutures de ontat tendues
Dans ette partie, on herhe des formes normales pour les strutures de ontat
tendues sur les varietes brees en tores au-dessus de l'intervalle ou du erle. Ces formes
normales sont donnees par des lms simples sur le tore. On designe don desormais par
F un tore oriente de dimension deux.
A Strutures rotatives
Il y a deux familles typiques de strutures de ontat tendues sur F  [0; 1℄ : les
strutures pour lesquelles tous les tores F
t
sont onvexes et les strutures rotatives.
Denition 3.1. Soit V une variete bree en tores au-dessus d'un intervalle ou d'un
erle. Une struture de ontat sur V est une struture rotative si le feuilletage a-
rateristique de haque bre est une suspension.
Les yles asymptotiques [S℄ d'une suspension non orientee  sur F ' T
2
engendrent,
dans le plan H
1
(F ;R), une droite vetorielle qu'on note D(). Si I est un intervalle et 
une struture rotative sur F  I, la ondition de ontat assure que la fontion
I  ! P
 
H
1
(F ;R)

' R=Z t 7 ! D
t
= D(F
t
);
est une fontion monotone, deroissante au sens large si on oriente le plan H
1
(F ;R) au
moyen de la forme d'intersetion. On appelle amplitude de  la variation totale de ette
fontion.
Les strutures rotatives d'amplitude non nulle ont une lassiation simple qui sera
etablie plus loin et qui repose sur le fait suivant :
Lemme de redressement 3.2. Soit  une struture rotative sur V = F  [0; 1℄ dont
l'amplitude est non nulle et stritement superieure a  . Si les feuilletages F
0
et F
1
ont
des projetions sur F transversales l'une a l'autre,  est -isotope, parmi les strutures
rotatives, a une struture de ontat qui ontient le hamp de veteurs 
t
.
Demonstration. Il s'agit de trouver dans (V; ) un feuilletage legendrien -isotope au
feuilletage par les segments fg  [0; 1℄.
L'amplitude de  etant superieure a  , on peut feuilleter V par des anneaux A
s
,
s 2 R=Z, qui oupent transversalement haque tore F
t
selon une ourbe C
st
= A
s
\F
t
elle-
m^eme transversale a F
t
. La reunion des divers feuilletages A
s
forme alors un feuilletage
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legendrien de (V; ) transversal aux tores F
t
et dont on veut orriger l'holonomie F
0
! F
1
en utilisant la dierene de pentes entre F
0
et F
1
.
Pour ontr^oler la propriete d'isotopie requise, on passe dans l'espae
e
V =
e
F  [0; 1℄
ou
e
F est le rev^etement universel de F . Les relevements respetifs de , F
t
, A
s
et C
st
sont notes
e
,
e
F
t
,
e
A
s
et
e
C
st
, s 2 R. On designe par  le feuilletage legendrien forme des
feuilletages
e

e
A
s
, s 2 R, on note  son holonomie
e
F
0
!
e
F
1
et, pour i 2 f0; 1g, on pose

i
=
e

e
F
i
.
La ondition de ontat et le fait que  envoie haque ourbe
e
C
s0
sur
e
C
s1
assurent
que les feuilletages 
0
et 


1
sont transversaux l'un a l'autre. La non-nullite de l'ampli-
tude garantit de plus que haque feuille de 
0
oupe haque feuille de 


1
en un point
(forement unique). Pour tout (x; 0) 2
e
F
0
, on note alors  (x; 0) le point d'intersetion des
feuilles de 
0
et 


1
passant respetivement par (x; 0) et 
 1
(x; 1). l'appliation  ainsi
denie est un dieomorphisme de
e
F
0
. En eet, omme 
0
et 
1
ont des projetions sur
e
F
transversales l'une a l'autre,  est injetive : si deux points (x; 0) et (x
0
; 0) appartiennent
a une m^eme feuille de 
0
, les points 
 1
(x; 1) et 
 1
(x
0
; 1) sont sur des feuilles distintes
de 


1
.
Le dieomorphisme  ore une methode pour relier tout point (x; 0) 2
e
F
0
au point
(x; 1) 2
e
F
1
par un ar legendrien : on suit la feuille de 
0
entre (x; 0) et  (x; 0), puis la
feuille de  jusqu'en  Æ  (x; 0) et enn la feuille de 
1
jusqu'en (x; 1).
Ces ars sont isotopes aux segments vertiaux relativement a leurs bouts mais ne sont
pas lisses et ne feuillettent pas
e
V | ils se hevauhent sur le bord. Ce sont en fait les
arateristiques de bandes anguleuses obtenues en ollant aux bandes
e
A
s
des moreaux
de 
e
V et bordees par des ourbes qui feuillettent 
e
V . De plus, omme la onstrution
est invariante par l'ation de 
1
(F ), es bandes se projettent sur V en des anneaux.
Il est faile de lisser et de bouger legerement es anneaux, sans touher leurs bords,
pour obtenir un feuilletage de V par des anneaux A
0
s
transversaux aux tores F
t
. Si la
perturbation est assez petite, l'holonomie du feuilletage legendrien
S
s
A
0
s
est C
1
-prohe
de l'(( identite )), i.e. de l'appliation (x; 0) 2 F
0
7! (x; 1) 2 F
1
. Il existe don sur V une
struture de ontat 
0
qui est C
1
-prohe de , onide ave  pres du bord et pour laquelle
l'holonomie du feuilletage legendrien
S

0
A
0
s
est l'identite. Vu la stabilite des strutures
de ontat,  est -isotope a 
0
.
B Classiation des strutures rotatives
Theoreme 3.3. Sur V = F  [0; 1℄, deux strutures rotatives qui onident au bord et
qui ont des amplitudes egales et non nulles sont -isotopes.
Avant de demontrer e theoreme, il est utile de noter que les strutures rotatives
d'amplitude nulle se omportent autrement.
Exemple 3.4. Toute struture rotative sur F  [0; 1℄ pour laquelle haque tore F
t
est
onvexe a une amplitude nulle. Une telle struture 
0
etant hoisie, on parametre F par
T
2
de telle sorte que le deoupage des tores F
t
soit parallele aux ourbes fg  S
1
 ftg
et on se donne un dieomorphisme  de F  [0; 1℄ qui induit un twist de Dehn sur haque
anneau S
1
 fg  [0; 1℄ (et onide don ave l'identite pres du bord).
Assertion. Les strutures de ontat 
0
et 
1
= 


0
ne sont pas -isotopes.
Le lemme 2.6 montre qu'il suÆt, pour etablir e fait, de traiter le as ou 
0
a pour
29
equation
os(nx
1
) dx
2
  sin(nx
1
) dt = 0 :
En reollant F  f1g sur F  f0g par l'identite, on fabrique un tore de dimension
trois sur lequel 
0
et  induisent respetivement une struture de ontat 
0
et un
dieomorphisme . Si 
0
et 
1
etaient -isotopes, les strutures 
0
et 
1
= 


0
seraient
isotopes. Or il n'en est rien ar leurs tores prelagrangiens inompressibles ne sont pas
isotopes [Gi4, lemme 10℄.
Pour etablir le theoreme 3.3, on se ramene au as de deux strutures ayant une am-
plitude superieure a  .
Lemme 3.5. Soit 
0
et 
1
deux strutures rotatives sur V = F  [0; 1℄ qui onident au
bord et ont des amplitudes egales et non nulles. Quitte a deformer 
0
et 
1
parmi les stru-
tures rotatives et relativement au bord, on peut subdiviser [0; 1℄ en sous-intervalles [t
i 1
; t
i
℄,
1  i  p, de telle sorte que les restritions de 
0
et 
1
a haque produit F  [t
i 1
; t
i
℄
onident au bord et aient des amplitudes egales, non nulles et stritement superieures
a  .
Demonstration. Quitte a reparametrer [0; 1℄ dans (V; 
1
) par exemple, on prend une sub-
division 0 = t
0
< t
1
<    < t
p
= 1 veriant les onditions suivantes :
{ pour 1  i  p 1, les feuilletages 
0
F
t
i
et 
1
F
t
i
ont la m^eme diretion asymptotique
qui est une droite irrationnelle ;
{ pour 1  i  p, les restritions de 
0
et 
1
a F  [t
i 1
; t
i
℄ ont des amplitudes egales,
non nulles et stritement superieures a  .
On perturbe alors 
0
et 
1
par des isotopies C
1
-petites pour rendre onvexe haque tore F
t
i
,
1  i  p   1, a la fois dans 
0
et 
1
, tout en s'assurant que les feuilletages 
0
F
t
i
et

1
F
t
i
gardent une diretion asymptotique ommune (maintenant rationnelle) et possedent
exatement deux orbites fermees. Les lemmes 2.3 et 2.8 fournissent les ultimes isotopies
qui font onider 
0
F
t
i
et 
1
F
t
i
.
Remarque 3.6. Le theoreme de M. Herman sur la onjugaison des dieomorphismes
du erle [He℄ assure en fait qu'il suÆt de reparametrer [0; 1℄ (dans (V; 
1
) par exemple)
pour trouver la subdivision voulue.
Demonstration du theoreme 3.3. Vu le lemme 3.5, on prend deux strutures rotatives
d'amplitude superieure a  . Par une m^eme isotopie preservant haque tore F
t
, on les
deforme pour que les feuilletages arateristiques de F
0
et F
1
aient des projetions sur F
transversales l'une a l'autre. Le redressement du lemme 3.2 fournit alors, apres hoix d'un
parametrage de F par T
2
, deux strutures 
0
et 
1
ayant des equations du type
os 
i
(x; t) dx
1
+ sin 
i
(x; t) dx
2
= 0; i = 0; 1;
ou, d'apres la ondition de ontat, les fontions 
i
: T
2
 [0; 1℄! R verient 
t

i
< 0.
Comme les amplitudes de 
0
et 
1
sont egales, il en est de m^eme de toutes les variations
pontuelles
(

0
(x; 1)  
0
(x; 0)

1
(x; 1)  
1
(x; 0)
x 2 T
2
:
En eet, pour tout t 2 [0; 1℄, la demi-orbite de 
i
F
t
partant du point x 2 F
t

=
T
2
se releve
dans le plan | par la projetion u 2 R
2
7! x + u 2 T
2
= R
2
=Z
2
| en une ourbe C
t
i
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issue de l'origine 0 et parametree par r 2 [0;1[. La variation angulaire pontuelle et
l'amplitude mesurent de ombien tournent respetivement la tangente de C
t
i
a l'origine et
la diretion du veteur limite lim
r!1
C
t
i
(r)=r. On voit don omment passer ontin^ument
de la variation pontuelle a l'amplitude par un ar w
i
(r), ou r varie de 0 a 1. Comme
les strutures 
0
et 
1
onident au bord, les ourbes C
0
0
et C
0
1
(resp. C
1
0
et C
1
1
) sont
identiques. Par suite, la fontion w
1
  w
0
prend ses valeurs dans 2Z et, omme elle est
nulle a l'inni, elle l'est partout.
On peut ainsi prendre les fontions 
i
egales sur V , e qui permet de les relier par
un hemin de fontions 
s
: V ! R, s 2 [0; 1℄, stritement deroissantes en t et toutes
identiques sur le bord V . Les strutures de ontat 
s
d'equations
os 
s
(x; t) dx
1
+ sin 
s
(x; t) dx
2
= 0
forment, entre 
0
et 
1
, une homotopie relative au bord que le theoreme de Gray onvertit
en isotopie.
Gr^ae a un resultat de [Gi4℄, on peut aussi lassier les strutures rotatives sur les
varietes T
3
A
, A 2 SL
2
(Z). On rappelle que T
3
A
est le quotient de T
2
R par la transfor-
mation (x; t) 7! (Ax; t+1), oriente par la forme dx
1
^dx
2
^dt.

Etant donne une fontion
 : R! R, l'equation de Pfa
os (t) dx
1
+ sin (t) dx
2
= 0; (x; t) 2 T
2
R;
denit une struture de ontat sur T
3
A
si et seulement si, pour tout t 2 R,

0
(t) < 0 et A

 
os (t+ 1) dx
1
+ sin (t+ 1) dx
2

^
 
os (t) dx
1
+ sin (t) dx
2

= 0 :
On note () ette struture.
Theoreme 3.7 [Gi4, proposition 2 et theoreme 6℄.
a) Chaque struture () est tendue et sa lasse d'isotopie ne depend que du nombre
n 2 N qui est le plus grand entier stritement inferieur a
1
2
sup
t2R
 
(t)  (t + 1)

:
Dans la suite, 
n
designe un representant () quelonque de la lasse d'isotopie assoiee
a n.
b) Deux strutures 
m
et 
n
sont toujours homotopes omme hamps de plans mais ne
sont onjuguees que si m = n.
Corollaire 3.8. Toute struture rotative sur T
3
A
qui se releve a T
2
R en une struture
d'amplitude non nulle est isotope a l'une des strutures 
n
.
Remarque 3.9. Par un abus de langage ommode, on dira parfois que deux strutures
rotatives sur T
3
A
ont la m^eme amplitude si elles sont isotopes a la m^eme struture 
n
.
Demonstration. Soit  la struture onsideree sur T
3
A
et
e
 son rappel sur T
2
R. On se
donne une fontion stritement deroissante  : R! R ayant les proprietes suivantes :
{ A

 
os (t + 1) dx
1
+ sin (t + 1) dx
2

^
 
os (t) dx
1
+ sin (t) dx
2

= 0 pour tout
t 2 R ;
{ os (0) x
1
+ sin (0) x
2
= 0 denit la diretion asymptotique de
e
(T
2
 f0g) dans
H
1
(T
2
;R) ;
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{ (1)  (0) est l'amplitude de
e
 restreinte a T
2
 [0; 1℄.
La struture () denie sur T
3
A
par l'equation
os (t) dx
1
+ sin (t) dx
2
= 0; (x; t) 2 T
2
R;
est isotope a l'une des strutures 
n
(par denition de elles-i). Comme dans la preuve du
lemme 10 de [Gi4℄, on peut de plus deformer (), parmi les strutures rotatives induisant
un feuilletage de diretion xe sur T
2
f0g, en une struture 
0
qui imprime sur T
2
f0g
le m^eme feuilletage que . Le theoreme 3.3 s'applique alors aux restritions de
e
 et
e

0
a
T
2
 [0; 1℄ | ou
e

0
est le rappel de 
0
sur T
2
R | et donne le resultat.
Corollaire 3.10. Sur V = F  [0; 1℄, deux strutures rotatives qui onident au bord et
ont des amplitudes dierentes ne sont pas -isotopes.
La demonstration de e orollaire utilise l'observation simple suivante :
Lemme 3.11. Soit 
0
et 
1
des suspensions sur F . Pour tout entier n  0, il existe
sur F  [0; 1℄ une struture rotative d'amplitude omprise entre  n et  (n + 1) qui
imprime 
0
sur F
0
et 
1
sur F
1
.
Demonstration. Soit  la struture rotative denie sur T
2
R par
os  dx
1
  sin  dx
2
= 0; (x; ) 2 T
2
R:
Tout feuilletage non singulier  sur T
2
admet une equation du type
os (x) dx
1
  sin (x) dx
2
= 0; x 2 T
2
;
et est don le feuilletage arateristique du graphe de la fontion  dans (T
2
 R; ).
En outre, toute suspension est isotope a un feuilletage  pour lequel la fontion  osille
arbitrairement peu. Il existe don un plongement inompressible  : T
2
 [0; 1℄! T
2
R
tel que la struture de ontat 

 soit une struture rotative et imprime 
0
sur F
0
et 
1
sur F
1
. On peut de plus hoisir arbitrairement son amplitude parmi les valeurs
ompatibles ave les diretions de 
0
et 
1
.
Demonstration du orollaire 3.10. On note 
0
, 
1
les strutures et 
0
, 
1
les feuilletages
qu'elles impriment sur F
0
et F
1
respetivement. Le lemme 3.11 fournit une struture
rotative  sur F  [1; 2℄ qui imprime 
1
sur F
1
et 
0
sur F
2
. En empilant  sur 
0
et 
1
puis en ollant F
2
sur F
0
par l'identite, on obtient sur le tore T
3
des strutures rotatives

0
et 
1
qui, vu le orollaire 3.8, sont respetivement isotopes a 
n
0
et 
n
1
ou n
i
, i 2 f0; 1g,
est le plus grand entier stritement inferieur a
1
2


ampl(
i
) + ampl()


:
Comme les amplitudes de 
0
et 
1
dierent par un multiple non nul de 2, les entiers n
0
et n
1
sont distints et le theoreme 3.7-b) aÆrme alors que 
0
et 
1
ne sont pas isotopes.
Il en resulte que 
0
et 
1
ne sont pas -isotopes.
C Strutures elementaires
On aborde ii la reherhe de formes normales. Pour les strutures de ontat sur
V = F  [0; 1℄, F ' T
2
, on impose une ontrainte minime sur le bord qui simplie les
enones :
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Denition 3.12. Dans toute la suite, on dit qu'un feuilletage de F est admissible s'il
est sinde par une multi-ourbe essentielle (dont on indique souvent le nombre de om-
posantes) ou s'il est topologiquement linearisable (auquel as on onvient qu'il est sinde
par 0 ourbes essentielles). On dit aussi qu'une struture de ontat sur V est admissible
(resp. est admise) si elle est direte, orientable et si le feuilletage arateristique de haque
omposante de V est admissible (resp. est une suspension admissible).

Etant donne des feuilletages admissibles 
0
et 
1
de F , on designe desormais par
SCT (V ; 
0
; 
1
) l'espae des strutures de ontat tendues sur V qui impriment 
0
sur
F
0
et 
1
sur F
1
. Le lemme i-dessous montre que, pour omprendre la topologie de et
espae, on peut toujours supposer que 
0
et 
1
sont des suspensions. Autrement dit,
la lassiation des strutures de ontat admissibles se ramene a elle des strutures
admises.
Lemme 3.13. Soit 
0
, 
1
et  des feuilletages admissibles de F . Si 
0
et  sont sindes
par une m^eme multi-ourbe non vide, les espaes SCT (V ; 
0
; 
1
) et SCT (V ; ; 
1
) sont
homeomorphes.
Demonstration. Le lemme de realisation 2.3 fournit sur F[ 1; 0℄ des strutures 
 
et 
 
pour lesquelles les tores F
t
, t 2 [ 1; 0℄, sont tous onvexes et qui verient les onditions
suivantes :

 
F
0
= 
0

 
F
 1
= 
et

 
F
0
= 

 
F
 1
= 
0
:
On dispose alors d'une appliation ontinue de SCT (V ; 
0
; 
1
) dans SCT (V ; ; 
1
) qui
onsiste a oller 
 
sur tout element  de la soure et a reparametrer [ 1; 1℄ par [0; 1℄.
L'appliation dans l'autre sens, qui onsiste a oller 
 
, n'est pas exatement l'inverse
mais la omposee des deux est isotope a l'identite en vertu du lemme 2.6.
Pour s'epargner des repetitions inutiles, on se plae dorenavant dans un adre un peu
plus large. V designe une variete orientee bree en tores au-dessus de K ou K est le erle
ou l'intervalle [0; 1℄. On note f la projetion V ! K et F
t
, pour t 2 K, sa bre f
 1
(t).
Denition 3.14. Soit  une struture de ontat sur V , tendue ou non. On dit que 
est elementaire | relativement a la bration f | si  est admise et si, pour tout t 2 K,
les onditions suivantes sont remplies :
{ l'union des varietes stables (resp. instables) des singularites positives (resp. negati-
ves) de F
t
forme un nombre ni de erles lisses ;
{ haun de es erles est la trae sur F
t
d'un anneau transversal lisse qui oupe
toute bre voisine F
s
selon une ourbe invariante de F
s
| un erle lisse forme de
singularites et de varietes (in) stables ou une orbite fermee.
La seonde ondition dit simplement que les erles derits dans la premiere (qui peuvent
^etre entierement onstitues de singularites) hangent par isotopie ave t, se transformant
a l'oasion en orbites fermees.
Proposition 3.15. Toute struture de ontat tendue et admise sur V est -isotope a
une struture elementaire.
Demonstration. Le lemme de preparation 2.16 permet de supposer que les tores F
t
dont
le feuilletage arateristique est singulier sont onvexes. Il suÆt alors de traiter le as
ou K est un intervalle [t
0
; t
1
℄ et ou les tores F
t
, t 2 [t
0
; t
1
℄, sont tous onvexes. Or, dans
e as, le lemme est une onsequene direte des lemmes 2.3 et 2.6. En eet, pour un
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parametrage bien hoisi
 : T
2
K  ! V = F K; (x; t) 7 ! 
t
(x) 2 F
t
la multi-ourbe qui sinde haque feuilletage F
t
, t 2 K, est l'image 
t
( ) d'une multi-
ourbe xe    T
2
. Pour haque omposante S de T
2
n  , l'anneau 
t
i
(S), i 2 f0; 1g,
ontient une seule orbite fermee C
i
de F
t
i
(le tore f
t
i
 V est totalement reel) et on
peut omparer les orientations de C
0
et C
1
. Le lemme 2.3 permet de onstruire sur T
2
K
une struture de ontat  ayant les proprietes suivantes :
{ 

 onide ave  pres du bord de V ;
{ les tores T
2
 ftg sont tous onvexes et leur feuilletage (T
2
 ftg) est sinde par
  ftg ;
{ (T
2
 ftg) est non singulier pour tout t 6= t
1=2
= (t
0
+ t
1
)=2 ;
{ (T
2
 ft
1=2
g) a exatement un erle de singularites dans S si et seulement si C
0
et C
1
ont des orientations opposees.
La struture 

 est alors -isotope a .
Cette mise sous forme elementaire fait appara^tre dans V des surfaes pre-lagrangien-
nes qu'on va exploiter pour identier la struture de ontat.
Denition 3.16. Soit  une struture de ontat elementaire sur V . En reunissant les
orbites fermees, les varietes stables des singularites positives et les varietes instables des
singularites negatives de tous les feuilletages F
t
, t 2 K, on obtient un sous-ensemble F()
de V qu'on appelle le feuillage de . Ses omposantes onnexes | les feuilles de  |
sont des surfaes (remarque 2.12) et plus preisement des tores, des bouteilles de Klein et
eventuellement aussi des anneaux si V a un bord. En fait, le feuillage F() se deompose
en quatre parties :
{ l'ensemble F
k
() des feuilles isotopes aux bres ;
{ l'ensemble F
?
() des feuilles T | tores, bouteilles de Klein ou anneaux | pour
lesquelles l'appliation T=f ! K induite par f est de degre non nul ;
{ l'ensemble F
o
() des tores ompressibles du feuillage ;
{ l'ensemble F

() des anneaux -ompressibles (ou paralleles au bord).
Il est lair que F

est vide si K = S
1
et que F
k
et F
?
ne peuvent ^etre simultanement non
vides. En fait, si F
?
est non vide et si K = S
1
, la monodromie du bre V ! K preserve
une ourbe fermee simple essentielle et V bre don en erles au-dessus du tore ou de la
bouteille de Klein.
Lemme 3.17. Chaque feuille T d'une struture de ontat elementaire est une surfae
pre-lagrangienne.
Demonstration. La seule hose a voir est que T est transversale a la struture de ontat ,
son feuilletage T etant alors forme des ourbes legendriennes T \F
t
, t 2 K. On va verier
ette propriete le long d'une omposante onnexe quelonque C de l'intersetion de T ave
un tore F
t
0
, t
0
2 K. Si C est une orbite fermee degeneree de F
t
0
, la transversalite est
manifeste ar T est tangente a F
t
0
, lequel est transversal a . On suppose don maintenant
que C est une orbite fermee non degeneree, ou une reunion de varietes stables (resp.
instables) de singularites positives (resp. negatives) de F
t
0
. On parametre un voisinage U
de C par S
1
 [ "; "℄ [t
0
  "; t
0
+ "℄ de telle sorte que :
{ f j
U
soit la projetion sur [t
0
  "; t
0
+ "℄ ;
{ T \ U soit l'anneau S
1
 f0g  [t
0
  "; t
0
+ "℄.
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Comme C n'est pas une orbite fermee degeneree de F
t
0
, les feuilletages (F
t
\ U) sont
denis par des 1-formes 
t
sur S
1
 [ "; "℄ dont la dierentielle ne s'annule pas, et
est par exemple positive. La struture  a alors une equation du type 
t
+ u
t
dt = 0,
t 2 [t
0
  "; t
0
+ "℄, et la ondition de ontat s'erit
u
t
d
t
+ 
t
^
 
du
t
 
_

t

> 0 :
Or, le long de T \ U = S
1
 f0g [t
0
  "; t
0
+ "℄, le produit 
t
^
_

t
s'annule de sorte que
l'inegalite i-dessus y devient
u
t
d
t
+ 
t
^ du
t
> 0 :
Cette inegalite assure que le minimum de la fontion u
t
0
sur le erle S
1
 f0g est stri-
tement positif, e qui montre que la feuille T est transversale a  le long de C.
Denition 3.18. Dans la suite, on dit qu'un ouvert onnexe J de K est une sequene de
rotation | pour une struture de ontat donnee sur V | si la restrition de  a f
 1
(J)
est une struture rotative d'amplitude non nulle. Si J = S
1
, ette derniere ondition
signie que  se releve a F R en une struture d'amplitude non nulle.
Lemme 3.19. Soit  une struture de ontat elementaire sur V .
a) Toute feuille T de  dont la projetion sur K est ontenue dans une sequene de
rotation est isotope aux bres F
t
.
b) Les feuilles de  dont la projetion sur K n'est pas ontenue dans une sequene de
rotation sont en nombre ni.
Demonstration.
a) C'est une onsequene direte du lemme 3.17 : T est, omme les bres F
t
, transversale
a .
b) Il suÆt d'observer que, si J est un intervalle assez petit autour d'un point t
0
2 K, ou
bien J est une sequene de rotation, ou bien f
 1
(J) ne renontre qu'un nombre ni de
feuilles. Or ela est evident si f
t
0
est onvexe et deoule de la remarque 2.12 sinon.
Proposition 3.20. Au ours d'une homotopie de strutures de ontat elementaires,
homotopie relative au bord eventuel, les feuilles non isotopes aux bres se deforment par
isotopie.
Demonstration. On note 
s
, s 2 [0; 1℄, l'homotopie des strutures elementaires et on
hoisit un instant quelonque s
0
2 [0; 1℄. La proposition est une onsequene direte des
deux assertions suivantes qu'on justie i-apres :
1) toute feuille T
s
0
de 
s
0
se deforme par isotopie en une feuille T
s
de 
s
pour s dans
un voisinage de s
0
;
2) haque bre F
t
0
possede un voisinage dans lequel les seules feuilles de 
s
qui entrent,
pour s assez prohe de s
0
, sont isotopes aux bres ou obtenues par deformation de
feuilles de 
s
0
qui touhent F
t
0
.
L'assertion 1) deoule de la remarque 2.12 et du fait que haque ourbe T
s
0
\F
t
qui n'est
pas un erle ritique de f j
T
s
0
est une ourbe invariante stable de 
s
0
F
t
. L'assertion 2)
repose aussi sur le lemme 2.11 et la remarque 2.12.
Pour demontrer l'assertion 2), on note S
s
0
la reunion des feuilles de 
s
0
qui touhent F
t
0
et S
s
 F(
s
) sa deformation par isotopie pour s dans un voisinage I de s
0
. Le lemme 2.11
et la remarque 2.12 montrent que, dans un intervalle J autour de t
0
, le omplementaire
J n f(S
s
) de f(S
s
) est une sequene de rotation (de 
s
) pour tout s assez prohe de s
0
.
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Par suite, si J
0
 J est un voisinage assez petit de t
0
, les feuilles de 
s
dont la projetion
renontre J
0
n f(S
s
) sont entierement inluses dans F 
 
J n f(S
s
)

et sont don isotopes
aux bres. D'autre part, l'ensemble
[
s2I
t2f(S
s
)
 
F
t
\ F(
s
)

 fsg
est ferme dans F  J  I. L'assertion 1) assure alors que, pour t 2 J \ f(S
s
) et s assez
prohe de s
0
, haque feuille de 
s
qui touhe F
t
est ontenue dans S
s
, d'ou l'assertion 2)
et la proposition.
La proposition 3.20 i-dessus justie la terminologie suivante :
Denition 3.21. On appelle feuillage persistant d'une struture elementaire  la reunion
des ensembles F
?
(), F
o
() et F

(). On le note F
0
(). D'apres le lemme 3.19, les feuilles
persistantes sont en nombre ni.
D Formes normales des strutures elementaires
On derit i-dessous des isotopies qui permettent de mettre haque struture de
ontat elementaire sous une forme simple au sens ou la projetion f a, sur le feuillage,
un lieu ritique le plus reduit possible. V designe toujours une variete orientee bree en
tores au-dessus de K, ou K est le erle ou l'intervalle [0; 1℄.
Proposition 3.22. Toute struture de ontat elementaire  sur V est -isotope, parmi
les strutures elementaires, a une struture 
0
ayant les proprietes suivantes :
{ sur haque feuille de F
o
(
0
) (resp. de F

(
0
), resp. de F
?
(
0
)), la bration f a exa-
tement deux erles ritiques (resp. un seul, resp. auun) ;
{ haque feuille de F
k
(
0
) a une projetion sur K ontenue dans une sequene de
rotation ;
{ les projetions f(S), f(T ) de deux feuilles distintes quelonques S, T ne s'inter-
setent que si 'est topologiquement inevitable, 'est-a-dire s'il n'y a auune sur-
fae S
0
isotope a S relativement a T [V dont l'image f(S
0
) soit disjointe de f(T ).
Remarque 3.23. Les ongurations de feuilles S, T pour lesquelles on ne peut disjoindre
f(S) et f(T ) sont lairement les suivantes :
{ S ou T est dans F
?
;
{ S et T sont dans F

et s'appuient sur la m^eme omposante du bord de V ;
{ S et T sont dans F
o
[ F

et bordent | au besoin ave des anneaux de V | des
tores pleins qui sont inlus l'un dans l'autre.
Pour toute feuille T de F(), le lieu ritique de f j
T
est une reunion de erles. Ces
erles sont les omposantes des intersetions T\F
t
qui sont des orbites fermees degenerees
de F
t
. On obtient la forme normale promise dans la proposition i-dessus en simpliant
au maximum e lieu ritique.
Soit T une feuille et R  T un anneau sature par le feuilletage T , on appellera hauteur
de R la dierene sup
e
f   inf
e
f ou
e
f : R ! R designe, selon que K est un intervalle ou
un erle, la restrition ou un relevement de f . On dira d'autre part que R est simple s'il
existe, le long de R, un hamp de veteurs  qui est transversal a la fois aux tores F
t
et
a T .
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Lemme 3.24. Soit  une struture elementaire, T une de ses feuilles, R  T \ Int V un
anneau simple et U  IntV un voisinage de R disjoint de F() n T .
Il existe une isotopie 
s
de V , s 2 [0; 1℄, ayant les proprietes suivantes :
{ l'isotopie 
s
est arbitrairement C
0
-petite, a support dans U et stationnaire sur T
ainsi que sur tout un voisinage du lieu ritique de f j
T
;
{ pour tout s 2 [0; 1℄, la struture 

s
 est elementaire et a le m^eme feuillage que  ;
{ 

1
 est transversale a F
t
le long de haque omposante de R \ F
t
.
Si l'anneau R ne ontient auun erle ritique de f j
T
, on peut troquer la derniere pro-
priete i-dessus ontre la suivante :
{ 

1
 est tangente a F
t
le long de haque omposante de R \ F
t
.
Demonstration. Soit  un hamp de veteurs legendrien transversal a R. La fontion
  f : R ! R ne peut s'annuler sur le lieu ritique de f j
T
et, omme R est un anneau
simple, elle est de signe onstant sur e lieu, positive pour xer les idees. On onstruit
i-dessous l'isotopie 
s
de faon que la fontion   (f Æ 
 1
1
) soit partout positive sur R.
Pour ela, quitte a deouper R en sous-anneaux simples, on suppose que R ne ontient
auun erle ritique de f j
T
et se projette par f sur un intervalle [a; b℄  K. On met
alors sur un voisinage de R ontenu dans U des oordonnees
(x; y; z) 2 S
1
 [ "; "℄ [a  "; b+ "℄
satisfaisant aux onditions suivantes :
1) R
0
= S
1
 f0g  [a   "; b + "℄ est un anneau simple de T qui ontient R dans son
interieur et dont l'intersetion ave F
t
, t 2 [a   "; b + "℄, est la ourbe d'equation
z = t ;
2) pour tout y 2 [ "; "℄nf0g et tout t 2 [a "; b+"℄, l'anneauR
y
= S
1
fyg[a "; b+"℄
oupe transversalement F
t
suivant une ourbe elle-m^eme transversale a F
t
;
3) le hamp de veteurs 
y
est legendrien et onide ave  le long de R.
Dans es oordonnees,  a une equation du type dz u(x; y; z) dx = 0 ou la fontion u est
nulle sur R
0
. D'autre part, haque tore F
t
a, pres de R
0
, une equation du type z = h
t
(x; y)
ou h
t
(x; 0) = t. Dans ette region, le feuilletage F
t
est deni par
dh
t
(x; y)  u
 
x; y; h
t
(x; y)

dx = 0
et la ondition 2) assure que la quantite

x
h
t
(x; y)  u
 
x; y; h
t
(x; y)

ne s'annule pas si y 6= 0.
On hoisit alors un nombre positif Æ < " assez petit pour que
sup
n


h
t
(x; y)  t


; (x; y; t) 2 S
1
 [ Æ; Æ℄ [a  Æ; b + Æ℄
o
< " :
On se donne ensuite une fontion  : R! R, a support dans [ Æ; Æ℄, veriant
(0) = 0;

0
(0) <   sup


y
h
t
(x; 0); (x; t) 2 S
1
 [a  Æ; b+ Æ℄
	
;
j(y)j <
Æ
2
inf

_
h
t
(x; y); (x; t) 2 S
1
 [a  Æ; b + Æ℄
	
:
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On denit maintenant l'isotopie 
s
sur la partie des surfaes F
t
omprise entre R
 Æ
et R
Æ
par

s
 
x; y; h
t
(x; y)

=
 
x; y; h
t
(x; y) + s(t)(y)

; (x; y; t) 2 S
1
 [ Æ; Æ℄ [a  Æ; b+ Æ℄;
ou  est une fontion lisse a support dans [a   Æ; b + Æ℄, valant 1 sur [a; b℄ et veriant
j
0
j  2=Æ.
Compte tenu de la majoration de j(y)j, e hoix de  assure que 
s
est une isotopie.
La propriete 2) garantit que les feuilletages des surfaes 
s
(F
t
), t 2 [a  Æ; b + Æ℄, restent
non singuliers dans U n R
0
et transversaux aux ourbes R
y
\ 
s
(F
t
), y 6= 0. En outre, la
majoration de 
0
(0) implique que   (f Æ 
 1
1
) est bien positive sur R.
Des arguments analogues permettent de onstruire une autre isotopie 
s
qui amene 
sur une struture 

1
 tangente a F
t
le long de haque omposante de R \ F
t
.
Avant de demontrer la proposition, on fait enore une observation simple :
Lemme 3.25. Soit  une struture elementaire et 
s
, s 2 [0; 1℄, une isotopie de V a
support dans U = f
 1
(J), ou J est un intervalle de K. On suppose qu'il existe sur U des
oordonnees (x; y; t) 2 T
2
 J dans lesquelles les proprietes suivantes sont satisfaites :
{ la bration f est la projetion de T
2
 J sur J ;
{ haque erle S
1
f(y; t)g, (y; t) 2 S
1
J , est partout transversal a  ou legendrien ;
{ haque surfae 
s
(F
t
), (t; s) 2 J  [0; 1℄, est le produit par S
1
d'une ourbe dans
l'anneau des oordonnees (y; t).
Les strutures 

s
, s 2 [0; 1℄, sont alors toutes elementaires.
Demonstration de la proposition 3.22. Pour xer les idees, on suppose que K est un
erle. En outre, on perturbe  par une petite homotopie elementaire pour que haque
feuilletage F
t
possede au plus une orbite fermee degeneree et que, sur haque surfae du
feuillage, f n'ait qu'un nombre ni de erles ritiques.
On se donne une feuille T et un anneau T
0
 T de plus petite hauteur parmi tous les
anneaux bordes par deux erles ritiques onseutifs de f j
T
. Des arguments lassiques
de topologie des ourbes planes montrent que l'anneau T
0
est simple, sauf si T est un
tore ompressible sur lequel f n'a que deux erles ritiques. On note C (resp. C
0
) la
omposante de T
0
formee de maxima (resp. de minima) et T
00
l'anneau de T n Int T
0
borde par C et le erle ritique suivant C
00
, forme de minima. On releve les restritions
de f a T
0
et T
00
en des fontions f
0
: T
0
! R et f
00
: T
00
! R qui onident sur C et
on note d la dierene f
0
(C
0
)   f
00
(C
00
). Comme T
0
est de hauteur minimale, d est un
reel positif ou nul. Par ailleurs, d est un entier si et seulement si C
0
= C
00
ar haque
feuilletage F
t
ompte au plus une orbite fermee degeneree. L'entier d est, dans e as, le
degre de l'appliation T=f ! S
1
induite par f .
Si d = 0, la feuille T est un tore qui est soit ompressible, soit isotope a une bre F
t
.
Dans les deux as, f j
T
n'a que deux erles ritiques. Si T est ompressible, on est dans la
situation voulue. Si T est isotope a une bre et si sa projetion f(T ) est disjointe de elle
des autres feuilles, l'isotopie du lemme 3.24 transforment un voisinage de f(T ) en une
sequene de rotation. Sinon, les isotopies onstruites i-dessous permettent de disjoindre
prealablement f(T ) des projetions des autres feuilles.
On proede par reurrene sur la partie entiere de  = f
0
(C)   f
0
(C
0
) et, pour om-
mener, on suppose  < 1. On se donne un reel positif " tel que f(C
0
) soit le seul niveau
ritique de f sur le feuillage dans l'intervalle [f(C
0
)   "; f(C
0
) + "℄ et on note R le plus
petit anneau de T ontenant C [ C
0
et dont les omposantes de bord sont, l'une sur
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Ff(C
0
) "
, l'autre sur F
f(C
0
)+"
. Comme l'anneau R est simple (ar T
0
l'est), le lemme 3.24
permet de supposer que  est transversale a F
t
le long de haque ourbe de R \ F
t
. On
hoisit alors un hamp de veteurs legendrien  normal a R et veriant   f = 1 et on
munit un voisinage U de R de oordonnees (x; y; z) 2 S
1
 [ Æ; Æ℄  [ 1; 1℄ ayant les
arateristiques suivantes :
{ R = S
1
 f0g  [ 1; 1℄ et f j
R
est une fontion
b
f(z) de la seule variable z ;
{ le point (x; y; z) est l'image du point (x; 0; z) par le ot de  au temps y.
En partiulier, haque ourbe S
1
 fyg  fzg est situee sur F
t
, ou t =
b
f(z) + y, et est
transversale a F
t
; ainsi, T est la seule feuille de  qui renontre U .
On prend alors pour 
s
une isotopie de V ayant les proprietes suivantes :
4) dans U , haque surfae 
s
(F
t
) est formee d'un ou deux anneaux S
1
-invariants et
transversaux a  (i.e. ayant une equation du type y = g(z)) ;
5) hors de U , le feuilletage par les surfaes 
s
(F
t
), t 2 K = S
1
, est independant de
s 2 [0; 1℄ ;
6) haque surfae 
1
(F
t
) \ U est transversale a R.
Les proprietes 4) et 5) assurent que  est elementaire relativement a haque bration
f Æ 
 1
s
, s 2 [0; 1℄, ave toujours le m^eme feuillage. La propriete 5) garantit aussi que,
sur toute feuille autre que T , la fontion f Æ 
 1
s
a autant de erles ritiques que f . Par
ontre, gr^ae a la propriete 6), f Æ 
 1
1
a sur T deux erles ritiques de moins que f .
On suppose maintenant  > 1. On note C
0
(resp. C
00
) la premiere ourbe d'intersetion
de T
0
(resp. T
00
) ave F
f(C
0
)
qu'on renontre en partant de C. Une manipulation tres
voisine de elle eetuee plus haut, a present autour de l'anneau R  T ontenant C
et borde par C
0
[ C
00
, amene f
0
(C) en-dessous de f
0
(C
0
) et abaisse ainsi d'une unite la
partie entiere de  = f
0
(C)   f
0
(C
0
).

A terme, on fabrique une struture elementaire
dont toute feuille T non inluse dans l'image inverse d'une sequene de rotation a deux
erles ritiques ou auun selon que l'appliation T=f ! K = S
1
induite par f est ou non
homotope a une onstante
3
. Si deux feuilles ont des projetions sur K qui se renontrent
sans ^etre dans l'une des ongurations de la remarque 3.23, les isotopies du lemme 3.25
permettent failement de modier les hauteurs et de disjoindre les images. On obtient
ainsi une struture qui verie les proprietes 1) et 3) de l'enone et une ultime appliation
du lemme 3.24 donne 2).
Remarque 3.26. Soit 
0
et  deux strutures de ontat elementaires sur V qui oni-
dent au bord et sont sous forme normale. Si leurs feuillages persistants sont -isotopes,
les isotopies du lemme 3.25 permettent, omme i-dessus, de deformer  (relativement
au bord et parmi les strutures sous forme normale) en une struture 
1
dont le feuillage
persistant onide ave elui de 
0
.
Corollaire 3.27. Soit 
0
et 
1
des strutures de ontat elementaires sur V qui onident
au bord. Si F
?
(
0
) n'est pas vide et si F(
1
) est -isotope a F(
0
), alors 
1
est -isotope a

0
.
Demonstration. Les propositions 3.20, 3.22 et la remarque 3.26 permettent de supposer
que 
0
et 
1
sont sous forme normale et ont le m^eme feuillage. Le reste de la demonstration
utilise des arguments tres semblables a eux developpes dans la partie 2 et on se borne
a indiquer la marhe a suivre. Les isotopies qu'on eetue a haque etape laissent les
strutures sous forme normale et preservent leur feuillage.
3
Lorsque K = [0; 1℄, les anneaux paralleles au bord gardent un seul erle ritique.
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Par une premiere modiation, on fait onider 
0
et 
1
sur un voisinage du lieu
ritique de f j
F(
0
)
(il suÆt de prendre un modele loal pres d'une ourbe legendrienne).
Par une seonde modiation, on fait onider 
0
et 
1
sur tout un voisinage des tores F
t
qui ontiennent un erle ritique de f j
F(
0
)
(on invoque ii une version du lemme 2.8
pour des surfaes a bord, les strutures en jeu etant egales sur le produit du bord par R).
On termine enn a l'aide du lemme 2.6.
Le orollaire i-dessus est faux si F
?
(
0
) est vide. La raison est que le feuillage ne
determine pas l'amplitude de 
0
au-dessus des sequenes de rotation (qui existent des que

0
est par exemple sous forme normale). On doit don ajouter ette information et, en
inorporant le theoreme 3.3 a la demonstration du orollaire 3.27, on obtient le resultat
suivant :
Corollaire 3.28. Soit 
0
et 
1
des strutures de ontat elementaires sur V qui onident
au bord et sont sous forme normale. On suppose que :
{ l'ensemble F
?
(
0
) est vide ;
{ les feuillages persistants F
0
(
0
) et F
0
(
1
) onident ;
{ pour toute omposante onnexe J de l'ensemble
K n Int f
 
F
0
(
0
)

;
les restritions de 
0
et 
1
a f
 1
(J) ont la m^eme amplitude.
Alors 
1
est -isotope a 
0
.
E Formes normales des strutures universellement tendues
Un probleme desormais important est d'identier les strutures de ontat tendues
parmi toutes les strutures elementaires. La proposition i-dessous, qui est un orollaire
immediat des lemmes 3.33 et 3.35, araterise les strutures universellement tendues.
Proposition 3.29. Une struture de ontat elementaire  sur V est universellement
tendue si et seulement si son feuillage ne ontient auun tore ompressible, autrement dit
si et seulement si F
o
() est vide.
Exemple 3.30. Pour tout entier n > 0, on note 
n
la struture de ontat denie sur
T
2
R par l'equation de Pfa
os(2ny) dx+ sin(2ny) dz = 0; (x; y; z) 2 T
2
R :
C'est une struture universellement tendue ar l'equation i-dessus, vue sur R
3
, denit
la struture de ontat ordinaire. De plus, 
n
est elementaire et son feuillage est S
1

n
,
ou 
n
 S
1
R est la reunion des 2n droites d'equation 2ny = 0 (mod 1).
Soit n > 0 un entier et  : T
2
 [0; 1℄ ! T
2
 R un plongement inompressible du
type
(x
1
; x
2
; t) 7 !
 
x
1
;
^
(x
2
; t)

2 S
1

 
S
1
R

:
La struture 


n
est admise si et seulement si haque ourbe parametree
^
(S
1
 fig),
i 2 f0; 1g, oupe transversalement 
n
ave, de plus, un veteur tangent dont la ompo-
sante sur 
z
est non nulle et de signe onstant. En outre, 


n
est elementaire des qu'elle
est admise et son feuillage est S
1
  ou  =
^

 1
(
n
).
On se donne maintenant, dans l'anneau S
1
 [0; 1℄, une famille  de 2n+n
0
+n
1
ars
proprement plonges et disjoints dont 2n joignent un bord a l'autre et n
i
, pour i 2 f0; 1g,
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vont de S
1
 fig a lui-m^eme. On fabrique failement un plongement inompressible
^
 de
S
1
 [0; 1℄ dans S
1
 R qui remplisse la ondition d'admission vue plus haut et verie
^

 1
(
n
) = . La struture 


n
est alors une struture elementaire universellement
tendue ayant pour feuillage S
1
 .
L'enseignement de et exemple est le suivant :
Lemme 3.31. Soit A une famille nie d'anneaux proprement plonges et disjoints dans
F  [0; 1℄, parmi lesquels 2n, n > 0, vont de F
0
a F
1
.
a) Pour i 2 f0; 1g, on se donne une suspension 
i
sur F
i
dont les orbites fermees sont
non degenerees et sont les omposantes de F
i
\A. Il existe alors une struture de ontat
elementaire  sur F  [0; 1℄ qui imprime 
i
sur F
i
, i 2 f0; 1g, et dont le feuillage est
-isotope a A.
b) On suppose que A est le feuillage d'une struture elementaire  et ne ontient au-
un anneau allant de F
0
a lui-m^eme. Tout plongement 
0
de F
0
dans une variete de
ontat (M; ) qui envoie F
0
sur  
0
(F
0
) se prolonge en un plongement de ontat de
(F  [0; 1℄; ) dans un voisinage arbitrairement petit de 
0
(F
0
).
Demonstration.
a) Soit " > 0 un nombre assez petit pour que f j
A
n'ait auune valeur ritique dans
[0; "℄ [ [1   "; 1℄. L'exemple 3.30 fournit sur F  ["; 1   "℄ une struture de ontat
elementaire  dont le feuillage est isotope a A \
 
F  ["; 1  "℄

. On prolonge ensuite  a
F  [0; 1℄ en une struture qui imprime la suspension 
i
sur F
i
, i 2 f0; 1g, et pour laquelle
haque tore f
t
, t 2 [0; "℄ [ [1  "; 1℄, est onvexe.
b) La surfae (F
0
) est onvexe et possede don un systeme fondamental de voisinages
U ' 
0
(F
0
)R  
0
(F
0
) f0g = 
0
(F
0
)
dans lesquels la struture de ontat  est R-invariante. Comme auun anneau de A ne va
de F
0
a lui-m^eme, l'exemple 3.30 et les lemmes de onvexite | omme en a) | permettent
de prolonger 
0
en un plongement  : F  [0; 1℄! U pour lequel la struture elementaire


 onide ave  pres du bord et a un feuillage -isotope a A. Le orollaire 3.27 assure
alors que 

 est -isotope a .
La partie b) du lemme i-dessus a en partiulier la onsequene suivante :
Lemme 3.32. Soit  une struture de ontat sous forme normale sur F  [0; 1℄ et J
l'intervalle ferme
J = [0; 1℄ n Int f
 
F

()

:
Si la restrition de  a un voisinage de f
 1
(J) est tendue (resp. universellement tendue),
alors  est tendue (resp. universellement tendue).
On demontre maintenant la proposition 3.29.
Lemme 3.33. Soit  une struture de ontat elementaire sur V . Si F
o
() est vide,  est
universellement tendue.
Demonstration. Compte tenu des propositions 3.22 et 3.20, on suppose que  est sous
forme normale. Si F

() est vide (e qui est en partiulier le as si K = S
1
), la situation
est limpide : ou bien F
?
() n'est pas vide et tous les tores F
t
sont onvexes, ou bien
F
?
() est vide et  est une struture rotative. Le lemme resulte alors du lemme 2.6 et du
theoreme 3.3. On suppose desormais que F

() est non vide, don que V = F  [0; 1℄.
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Si F
?
() est non vide, on hoisit un point t 2 [0; 1℄ n f
 
F

()

. Le tore F
t
est onvexe
et le lemme 3.31 montre que (V; ) se plonge dans un voisinage arbitrairement petit de F
t
.
Par suite, la struture  est universellement tendue.
Si F
?
() est vide, on pose J = [0; 1℄ n Int f
 
F

()

. La restrition de  a un voisinage
de f
 1
(J) est une struture rotative et est don universellement tendue. Le lemme 3.32
assure alors que  est aussi universellement tendue.
Avant la reiproque du lemme 3.33, on montre que ertaines ongurations de tores
ompressibles sont exlues dans le feuillage d'une struture elementaire tendue.
Lemme 3.34. Soit  une struture de ontat elementaire sur V . Si le feuillage de 
ontient un tore ompressible dont la projetion sur K intersete elle d'autres feuilles, 
est vrillee.
Demonstration. Parmi les tores ompressibles du feuillage dont la projetion sur K ren-
ontre elle d'autres feuilles, l'un | au moins | borde un tore plein qui n'enferme auune
feuille ; on le note T . D'autre part, quitte a deformer  omme dans les lemmes 3.24, 3.25
et dans la demonstration de la proposition 3.22, on peut supposer que les onditions
suivantes sont remplies :
{ f j
T
n'a que deux erles ritiques ;
{ si S est une feuille dont la projetion f(S) renontre f(T ), alors en fait f(S) reouvre
un voisinage ouvert onnexe J de f(T ) et f j
S
n'a pas de valeurs ritiques dans J ;
{ pour tout t 2 J et toute feuille S 6= T , la struture  est tangente a F
t
le long de
F
t
\ S.
On note alors U l'intersetion de f
 1
(J) ave la omposante onnexe de
 
V n F()

[ T
qui ontient T . Par onstrution, U est un tore plein ouvert dont le bord est la reunion de
quatre anneaux dont deux sont inlus dans le feuillage et deux dans des bres F
t
. De plus,
T est la seule feuille qui renontre U . On trouve alors sans peine un disque oriente D,
meridien de AdhU , ayant les proprietes suivantes :
{ D renontre le tore plein borde par T suivant un disque D
0
;
{ le feuilletage D sort (transversalement) le long de D et entre le long de D
0
;
{ les singularites de D sont negatives dans D
0
et positives dans D nD
0
.
Le bord oriente de D est ainsi une ourbe transversale a  qui viole l'inegalite de Benne-
quin, de sorte que  est vrillee.
Lemme 3.35. Soit  une struture elementaire sur V . Si  est tendue et si son feuillage
ontient un tore ompressible,  est virtuellement vrillee.
Demonstration. Vu les propositions 3.20 et 3.22, on suppose  sous forme normale. La
multipliation par un entier n > 1 dans 
1
(F
t
) ' Z
2
induit un morphisme injetif

1
(V )! 
1
(V ). Sur le rev^etement
e
V de V assoie a e morphisme,  induit une struture
de ontat elementaire
e
 dont le feuillage F(
e
) est l'image inverse de F(). Or, l'image
inverse d'un tore ompressible de F() est formee de n tores ompressibles qui ont tous
la m^eme projetion omposee sur K (en partiulier,
e
 n'est pas sous forme normale).
D'apres le lemme 3.35, la struture
e
 est vrillee.
F Formes normales des strutures virtuellement vrillees
On montre ii qu'une struture de ontat virtuellement vrillee a presque toujours
plusieurs formes normales (aux feuillages persistants non isotopes) et que elles-i ont
des ombinatoires tres partiulieres.
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Soit 
0
et 
1
des suspensions admissibles sur F sindees respetivement par 2n
0
et
2n
1
ourbes essentielles. On note :
{ D
i
, i 2 f0; 1g, la diretion asymptotique de F
i
dans H
1
(F ;R) ;
{ C = C(
0
; 
1
)  H
1
(F ;R) n f0g l'un des deux ^ones onvexes bordes a gauhe
4
par D
0
, a droite par D
1
et ouvert (resp. ferme) du ^ote de D
i
si n
i
= 0 (resp. si
n
i
 1) ;
{ E = E(
0
; 
1
) l'enveloppe onvexe de C \H
1
(F ;Z) ;
{ B = B(
0
; 
1
) l'ensemble des points entiers primitifs de E, ordonne par la relation
w  w
0
si w ^ w
0
 0.
De plus, pour toute partie nie Q de B, on pose
(Q) =
k
X
j=1
( 1)
j 1
w
j
ou Q = fw
1
; w
2
; : : : ; w
k
g ave w
1
 w
2
     w
k
.
On prend maintenant dans SCT
v
(V ; 
0
; 
1
) une struture de ontat  sous forme nor-
male. D'apres la proposition 3.29 et le lemme 3.34, F
o
() est non vide mais F
?
() est vide.
De plus, tous les feuilletages F
t
ont une diretion asymptotique D
t
bien denie et loa-
lement onstante sur la projetion f
 
F
0
()

du feuillage persistant F
0
() = F
o
()[ F

().
| La diretion asymptotique du feuilletage d'un tore onvexe est la droite ontenant la
lasse des ourbes qui sindent le feuilletage. |
Proposition 3.36. Soit  2 SCT
v
(V ; 
0
; 
1
) une struture de ontat sous forme nor-
male. Quand t varie de 0 a 1, la diretion asymptotique D
t
de F
t
fait au plus une fois le
tour de la droite projetive de H
1
(F ;R). De plus, pour t 2 f
 
F
o
()

, le veteur direteur
primitif de D
t
situe dans IntC est sur le bord de l'enveloppe onvexe E.
En fait, il s'ensuit des propositions 1.7 et 3.40 que les proprietes i-dessus araterisent
les formes normales des strutures de ontat virtuellement vrillees. D'autre part, es pro-
prietes sont tres restritives ; elles entra^nent par exemple diretement que toute struture
de ontat dans SCT (V ; 
0
; 
1
) a une torsion nulle. Elle montrent aussi aessoirement
que, vu les onditions au bord mises dans la denition du ^one C, les droites qui ren-
ontrent C sont exatement les droites D
t
, t 2 ℄0; 1[.
Pour prouver la seonde aÆrmation de la proposition, on a besoin de arateriser les
points entiers de IntE :
Lemme 3.37. Un point primitif w 2 IntC est dans IntE si et seulement s'il existe un
point entier v 2 C tel que w   v soit aussi dans C.
Demonstration. Chaque ar^ete de E non ontenue dans C a pour diretion une droite
vetorielle qui evite C. Par suite, si w 2 E et si v 2 C est un point entier quelonque,
w  v est hors de C. Inversement, si w 2 IntE, le segment [0; w℄ oupe E en un point x
et on note v (resp. u) le point entier le plus prohe de x sur E tel que w ^ v > 0 (resp.
w ^ u < 0). Comme v et u sont des points entiers onseutifs sur E, le triangle [0; u; v℄
ne ontient auun point entier autre que ses sommets et, ainsi, u ^ v = 1. De plus, w
est aussi un point entier don u ^ w  1 et, du oup, u ^ (w   v)  0. D'autre part,
v ^ (w   v) = v ^ w < 0 de sorte qu w   v est dans C puisque u et v y sont.
Demonstration de la proposition 3.36. Soit T
1
; : : : ; T
k
les omposantes de F
o
() indexees
de telle sorte que les intervalles f(T
j
) soient ranges en ordre roissant.
4
Comme le tore F est oriente, le plan H
1
(F ;R) est oriente par la forme d'intersetion.
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La fontion
Æ : [0; 1℄  ! P
1
= P
 
H
1
(F;R)

; t 7 ! D
t
;
est ontinue, deroissante au sens large et loalement onstante sur f
 
F
0
()

. Si D
t
fait
stritement plus d'un tour sur P
1
, on peut trouver un intervalle  non pontuel dans P
1
dont l'image inverse par Æ ne soit pas onnexe et qui, de plus, ne ontienne auune des
droites D
t
, t 2 f
 
F
o
()

. On hoisit alors deux omposantes onnexes onseutives I
0
,
I
00
de Æ
 1
()  [0; 1℄ et on note J l'ensemble des entiers j 2 [1; k℄ pour lesquels f(T
j
)
est situe entre I
0
et I
00
. Pour tout j 2 J , la droite rationnelle D
t
, t 2 f(T
j
), a don un
veteur direteur primitif w
j
dans IntC. On se donne ensuite un veteur primitif v tel
que la droite D = Rv soit dans  et que le determinant
v ^
X
j2J
( 1)
j 1
w
j
soit non nul. On prend enn des points t
0
2 Æ
 1
(D) \ I
0
, t
00
2 Æ
 1
(D) \ I
00
et on regarde
dans F  [t
0
; t
00
℄ un anneau A transversal aux tores F
t
, t 2 [t
0
; t
00
℄, dont les omposantes
de bord sont des orbites fermees respetives de F
t
0
et F
t
00
. Pour et anneau a bord
legendrien, l'inegalite de Bennequin dit que les indies des singularites positives de A
ont une somme egale a elle des indies des singularites negatives. Or la dierene entre
es deux sommes vaut ii 2v ^
P
j2J
( 1)
j 1
w
j
et est don non nulle. Par onsequent,
 est vrillee.
Pour tout j 2 f1; : : : ; kg, on sait desormais que la droite D
t
, t 2 f(T
j
), a un veteur
direteur primitif dans IntC et on note w
j
e veteur. On suppose que les points w
j
ne sont pas tous sur E et on montre que  est vrillee. Pour haque w
j
2 IntE, le
lemme 3.37 fournit un point entier v
j
2 C tel que w
j
  v
j
soit aussi dans C. Au besoin,
on permute v
j
ave w
j
  v
j
et on remplae v
j
par un autre point entier du triangle
[0; w
j
; v
j
℄ pour imposer w
j
^ v
j
= 1, ondition qui ge le hoix de v
j
. On note ensuite
P
j
le parallelogramme [0; v
j
; w
j
; w
j
  v
j
℄  C et on observe que IntP
j
ne ontient auun
point entier, don a fortiori auun point w
j
.
Assertion. Il existe un point w
i
2 IntE pour lequel Rw
i
est, parmi les droites Rw
j
, la
seule qui renontre IntP
i
.
Preuve. Quel que soit w
i
2 IntE, les entiers j pour lesquels la droiteRw
j
renontre IntP
i
forment un intervalle [i
0
; i
1
℄ \ Z 3 fig. On hoisit pour w
i
un point tel que le nombre
i
1
  i
0
+ 1 de es droites soit minimal et on montre que e minimum vaut 1.
Si i
1
  i
0
 1, l'un des nombres i   i
0
, i
1
  i est non nul et, pour xer les idees, on
suppose que 'est i  i
0
. On distingue alors deux as, selon qu'il existe ou non un entier
j 2 [i
0
; i  1℄ tel que w
i
^w
j
> 1. Si un tel w
j
existe, w
j
  v
i
appartient a C et le triangle
[0; w
j
; v
i
℄ ontient don le point v
j
. Du oup, IntP
j
renontre au plus i   i
0
des droites
Rw
j
et i
1
  i
0
+ 1 n'est pas minimal. Si w
i
^w
j
= 1 pour tout entier j 2 [i
0
; i  1℄, alors
Rw
i 1
est la seule des droites Rw
j
a renontrer IntP
i 1
et i
1
  i
0
+ 1 est enore moins
minimal.
Dans la suite de la preuve de la proposition 3.40, w
i
est un point de IntE pour lequel
Rw
i
est, parmi les droites Rw
j
, la seule qui renontre IntP
i
. D'autre part, on oriente  de
telle sorte que w
i
soit la lasse d'homologie des orbites fermees de F
r
i
ou r
i
= inf f(T
i
).
On peut alors trouver un parametrage
T
2
 [0; 1℄  ! V = F  [0; 1℄
qui respete la projetion sur [0; 1℄ et donne les proprietes suivantes :
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1) w
i
= (1; 0) et v
i
= (0; 1) ;
2) il existe des points t
0
< t
00
2 [0; 1℄ situes de part et d'autre de f(T
i
) tels que les
feuilletages F
t
0
et F
t
00
aient pour diretions asymptotiques respetives les droites
Rv
i
et R(w
i
  v
i
) ;
3) haque anneau A
x
= fxg  S
1
 [t
0
; t
00
℄, x 2 S
1
, muni de l'orientation induite par

x
, a deux points omplexes | un point elliptique positif et un point hyperbolique
negatif ;
4) haque ourbe A
x
\ F
t
est transversale a  pour t 2 [s
i
; t
00
℄ et, pour t 2 [t
0
; r
i
℄, est
soit transversale, soit legendrienne.
En outre, quitte a deformer  par une -isotopie C
1
-petite | parmi les strutures sous
forme normale |, on suppose que les tores F
t
0
et F
t
00
sont onvexes.
Pour tout x 2 S
1
, l'une des separatries instables du point hyperbolique de A
x
oupe
F
t
00
en un point g(x) et les points g(x), x 2 S
1
, derivent une ourbe orientee G sur F
t
00
dont la lasse d'homologie est (1; 0). Par suite, G oupe haque orbite fermee de F
t
00
. On
hoisit alors un point g(x
0
) situe sur une orbite fermee repulsive L de F
t
00
. Pour x
1
> x
0
et x
1
  x
0
assez petit, la demi-orbite de F
t
00
qui part de g(x
1
) revient taper G en un
point g(x
2
) ave x
2
> x
1
. On note I l'intervalle du erle [x
2
; x
1
℄ 3 x
0
et on observe que
l'ensemble polyedral
F
t
0
[ A
x
1
[ A
x
2
[
 
I  S
1
 ft
00
g

ontient un anneau polyedral plonge A  I  S
1
 ft
00
g dont le feuilletage A a les
proprietes suivantes :
{ A a exatement deux orbites fermees | les omposantes du bord | dont l'une
est attrative et l'autre repulsive ;
{ A a quatre singularites, un foyer et une selle de haque signe, qu'on note respe-
tivement a
+
, a
 
, b
+
et b
 
;
{ les deux separatries stables (resp. instables) de b
 
(resp. de b
+
) viennent de a
+
(resp. vont vers a
 
) et forment un laet non ontratile ;
{ l'une des separatries instables (resp. stables) de b
 
(resp. de b
+
) va vers le yle
attratif (resp. vient du yle repulsif) tandis que l'autre est en onnexion retrograde
ave l'autre selle.
En reant deux singularites positives sur le bord puis en eliminant b
+
ave le nouveau
foyer, on fait appara^tre un disque vrille (voir la demonstration du lemme de preparation).
On disute maintenant la multipliite et l'equivalene des formes normales. Pour des
raisons tehniques, on ne traite que les as ou n
0
, n
1
valent 0 ou 1. On ommene par
evaluer la lasse d'Euler relative d'une struture de ontat  2 SCT (V ; 
0
; 
1
) qui est
sous forme normale.

A ette n, on oriente 
0
| de telle sorte que ses yles asymp-
totiques soient sur le bord gauhe du ^one C | et  de faon ompatible. D'apres la
proposition 3.36, toutes les droites D
t
, t 2 f
 
F
o
()

, intersetent E en un point entier ;
on designe par R
0
()  B l'ensemble (ni) de es points.
Lorsque n
0
= n
1
= 0, la lasse d'Euler relative de  vaut


() = 2
 
R
0
()

:
En eet, il existe une setion de  qui, sur haque tore F
t
, engendre le feuilletage F
t
. Or,
quitte a deformer  parmi les strutures de ontat sous forme normale, on peut supposer
que, pour toute omposante T de F
o
(), l'intervalle f(T ) = [r; s℄ ontient un seul instant t
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ou F
t
est singulier : ela resulte du lemme 2.6 et du fait que les orbites fermees de F
r
et F
s
ont des orientations opposees (f. lemme 3.17). Les singularites de F
t
forment
alors deux ourbes ou la setion de  s'annule transversalement et qui, omme ourbes
de zeros, ont la m^eme lasse d'homologie que l'orbite fermee de F
r
.
Lorsque n
i
= 1, soit T la omposante de F

() qui s'appuie sur F
i
et [r; s℄ = f(T )
sa projetion. Le raisonnement i-dessus montre que, si les orbites fermees de F
r
et F
s
ont des orientations opposees, T ompte omme un tore ompressible dans le alul de la
lasse d'Euler relative. On dira dans e as que l'anneau T est impair. Cette denition et
l'observation qui la fonde s'appliquent aussi aux anneaux de F
?
() lorsque n
0
= n
1
= 1
et que F

() est vide.
Denition 3.38. Soit 
0
, 
1
des suspensions admissibles sindees par 0 ou 2 ourbes
essentielles et soit  2 SCT (V ; 
0
; 
1
) une struture de ontat sous forme normale. On
appelle lieu de retournement l'ensemble des points de B situes sur une droite D
t
ou t
appartient a la projetion soit d'un tore de F
o
(), soit d'un anneau impair de F

() ou
de F
?
().
Lemme 3.39. Soit 
0
, 
1
des suspensions admissibles sindees par 0 ou 2 ourbes es-
sentielles. La lasse d'Euler relative de toute struture de ontat  sous forme normale
dans SCT (V ; 
0
; 
1
) vaut


() = 2
 
R()

ou R() est le lieu de retournement de .
On observe au passage que le lieu de retournement R() est de ardinal pair ou impair
selon que les yles asymptotiques du feuilletage oriente F
1
sont ou non sur le bord de
C.
Proposition 3.40. Soit 
0
, 
1
des suspensions admissibles sindees par 0 ou 2 ourbes
essentielles et  une struture de ontat dans SCT
v
(V ; 
0
; 
1
). Pour tout ensemble ni
Q  B tel que 2(Q) = 

(), il existe une struture de ontat sous forme normale et
-isotope a  dont le lieu de retournement est Q.
La preuve de ette proposition repose sur l'etude detaillee d'un exemple suggere par
une onstrution de V. Colin [Co2℄.
Exemple 3.41. Soit  la struture de ontat denie sur R
2
 S
1
par
os(2z) dx  sin(2z) dy = 0; (x; y; z) 2 R
2
R=Z;
et
b

0
le plongement
(
T
2
 ! R
2
 S
1
= C S
1
;
(x
1
; x
2
) 7 !
b

0
(x
1
; x
2
) =

e
 2i(n+1)x
2
 
1  e
2ix
1

; x
2

;
n  1 :
Un alul diret montre que le feuilletage arateristique de
b

0
(T
2
) est dirige par le hamp
de veteurs
 2(n + 1) sin(x
1
) os(2nx
2
  x
1
) 
x
1
+ sin(2nx
2
  2x
1
) 
x
2
:
Ce hamp de veteurs a 4n singularites, n selles et n foyers de haque signe. Les selles
negatives (resp. positives) sont les points de oordonnees (0; m=n) (resp. (0; (2m+1)=2n))
et les foyers negatifs (resp. positifs) sont les points (1=2; (2m+1)=2n) (resp. (1=2; m=n)),
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0  m  n   1. De plus, la ourbe d'equation x
1
= 0 est formee de 2n onnexions de
selles qui sont retrogrades, i.e. vont des selles negatives aux selles positives. Dans la suite,
on dira qu'une quelonque de es onnexions est de signe + ou   selon qu'elle relie un
point (0; m=n) au point (0; (2m+1)=2n) ou au point (0; (2m 1)=2n). Enn, le feuilletage
 
0
(T
2
) n'a auune orbite fermee et haque selle (0; m=2n) est reliee au foyer (1=2; m=2n)
par deux separatries.
An d'enlever des symetries, on prend deux entiers p; q 2 f1; : : : ; ng et on deforme
b

0
par une petite isotopie en un plongement 
0
dont l'image ne garde, dans son feuilletage
arateristique, que q (resp. p) des n onnexions positives (resp. negatives) de 
b

0
(T
2
).
Pour ela, on hoisit arbitrairement n   q (resp. n   p) des n points de oordonnees
(0; (4m+ 1)=4n) (resp. (0; (4m  1)=4n)) et on pousse
b

0
(T
2
) vers le bas pres des n  q
points situes sur des onnexions positives et vers le haut pres des n  p autres.
Soit alors  : T
2
R! R
2
S
1
un plongement dont la restrition a T
2
f0g est 
0
.
Le lemme 2.13 montre que, pour " > 0 assez petit, tous les feuilletages



 
T
2
 ftg


; t 2 [ "; "℄ n f0g;
sont de type Morse-Smale, de sorte que les tores (T
2
 ftg) sont onvexes. En outre, il
est faile de voir que 

 est virtuellement vrillee sur T
2
 [ "; "℄ (voir [Co2℄).
On revient maintenant au adre habituel en posant F = T
2
et en identiant [0; 1℄
a [ "; "℄ par le dieomorphisme t 7! "(2t   1). On note  la struture de ontat ainsi
obtenue sur V = F  [0; 1℄ et on l'oriente pour que le feuilletage
F
1=2
= 

0
 
 
0
(T
2
)

ait les arateristiques derites plus haut. Les feuilletages 
i
= F
i
,i 2 f0; 1g, sont singu-
liers mais ils sont sindes par deux ourbes essentielles et leurs diretions asymptotiques
D
i
sont respetivement engendrees par ( p; 1) et (q; 1) (par onstrution de 
0
). On prend
alors pour C le ^one
C =

(x
1
; x
2
) 2 R ℄0;1[  H
1
(T
2
;R) = R
2
j  px
2
 x
1
 qx
2
	
:
Dans la suite, on onfetionne expliitement diverses strutures de ontat sous forme
normale
5
-isotopes a .
La remarque initiale est que le lm F
t
, t 2 [0; 1℄, n'est pas du tout generique :
dans un lm generique, les onnexions de selles arrivent une par une. Une approximation
generique du lm F
t
est don odee (du moins topologiquement) par une enumeration
des onnexions de F
1=2
(en fait, par le mot de p + q lettres en + et   qui aÆhe les
signes des onnexions suessives). On hoisit alors une telle enumeration et on note 
0
une deformation de  qui la realise, i.e. dont le lm fait appara^tre les onnexions dans
l'ordre presrit, a des instants t
1
<    < t
p+q
.
Pour mettre 
0
sous forme normale, la proposition 3.15 montre qu'il faut essentielle-
ment eliminer les singularites des feuilletages 
0
F
t
i
. On hoisit pour ela un nombre Æ > 0
tel que les intervalles [t
i
  2Æ; t
i
+ 2Æ℄, 1  i  p + q, soient disjoints et inlus dans
[0; 1℄. Comme haque feuilletage 
0
F
t
i
presente une et une seule onnexion de selles, on
peut grouper ses singularites par paires en position d'elimination et e, de faon unique.
5
et don elementaires, a ei pres qu'elles ne sont pas admises puisque les omposantes du bord
gardent leur feuilletage arateristique singulier.
47
Preisement, selon que la onnexion est de signe + ou  , on apparie (0; m=2n) ave
(1=2; (2m   1)=2n) ou ave (1=2; (2m + 1)=2n). Gr^ae au lemme 2.14 applique sur es
paires, on deforme 
0
en une struture 
00
dans laquelle haque tore F
t
est totalement
reel ou onvexe selon que t appartient ou non a l'un des intervalles [t
i
  Æ; t
i
+ Æ℄. En
partiulier, la struture 
00
est elementaire et il reste a omprendre son feuillage.
Le signe de la onnexion de 
0
F
t
i
determine la diretion orientee des feuilletages non
singuliers 
00
F
t
, t 2 [t
i
  Æ; t
i
+ Æ℄. La lasse d'homologie des orbites fermees de 
00
F
t
i
 Æ
(resp. de 
00
F
t
i
+Æ
) est ainsi ( p + i  1; 1) (resp. ( p + i; 1)) si le signe est + et l'oppose
sinon. Or le feuillage de 
00
a un tore ompressible dans F  [t
i
; t
i+1
℄ si et seulement
si 
00
F
t
i
+Æ
et 
00
F
t
i+1
 Æ
ont des diretions opposees (f. lemme 3.17). Le feuillage de 
00
ontient don autant de tores ompressibles qu'il y a de hangements de signes dans
l'enumeration hoisie des onnexions de F
1=2
.
En outre, le feuillage de 
00
ontient deux anneaux qui s'appuient l'un sur F
0
et l'autre
sur F
1
. Leurs lasses d'isotopie sont determinees par les signes respetifs de la premiere
et de la derniere onnexion du lm 
0
F
t
(lemme 2.11).
En resume, on obtient autant de formes normales pour  (a -isotopie des feuillages
persistants pres) qu'il y a de mots de q + p lettres en + et  , a savoir
 
p+q
q

.
Dans la demonstration qui suit, on appelle support d'une partie Q de B la plus petite
reunion onnexe d'ar^etes de E qui ontient Q. Le lemme 1.9-b) et le orollaire 1.10
montrent que si Q et R sont deux parties de B telles que (Q) = (R), alors elles ont le
m^eme support.
Demonstration de la proposition 3.40. Compte tenu des propositions 3.15 et 3.22, on
prend  sous forme normale et, pour xer les idees, on suppose que son lieu de retourne-
ment R() a un nombre pair de points (autrement dit, les yles asymptotiques de F
1
sont sur C). Comme (Q) = 
 
R()

, l'ensemble Q ompte aussi un nombre pair de
points et a le m^eme support que R(). On note v
0
 v
1
     v
m
les sommets de E
situes dans e support et J
i
, 0  i  m, l'intervalle des t pour lesquels D
t
ontient v
i
. Si
t
i
est un point pris dans J
i
assez pres du bord, F
t
i
est une suspension sindee par deux
ourbes essentielles. Par suite, F
t
i
renontre une seule feuille S
i
 F() et la partage en
deux anneaux S
+
i
et S
 
i
situes respetivement au-dessus et en-dessous de F
t
i
. De plus,
quitte a deformer  parmi les strutures sous forme normale, on peut s'arranger pour que
la lasse d'homologie des orbites fermees de F
t
i
soit dans C (lemmes 2.3 et 2.6). On
pose, pour tout 1  i  m,
V
i
= F  [t
i 1
; t
i
℄ et 
i
=  j
V
i
:
Chaque struture 
i
est ainsi sous forme normale sur V
i
, son lieu de retournement R(
i
) a
un nombre pair de points et 

() =
P
m
1


(
i
). En outre, si S
i
est un tore inompressible
(resp. ompressible), S
 
i
 V
i
et S
+
i
 V
i+1
sont des anneaux de m^eme parite (resp. de
parites dierentes).
Assertion. Il existe des ensembles Q
i
, 1  i  m, ayant tous un ardinal pair et les
proprietes suivantes :
{ Q
i
 [v
i 1
; v
i
℄ ;
{
S
m
i=1
Q
i
 Q [ fv
0
; : : : ; v
m
g ;
{ 2(Q
i
) = 

(
i
).
Preuve. On onstruit d'abord Q
1
. Si Q
0
1
= Q\ [v
0
; v
1
℄ ontient un nombre pair de points,
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on prend Q
1
= Q
0
1
. Sinon, on pose
Q
1
=
(
Q
0
1
n fv
1
g si v
1
2 Q,
Q
0
1
[ fv
1
g si v
1
=2 Q.
Il existe alors un seul ensemble P ontenant Q nQ
1
et inlus dans (Q nQ
1
)[fv
1
g tel que
(Q) = (Q
1
[ P ). On pose Q
2
= P
1
ou P
1
est obtenu a partir de P omme Q
1
a partir
de Q. On onstruit ainsi des ensembles Q
i
ayant haun un ardinal pair et veriant les
deux premieres proprietes. En outre,
m
X
i=1
(Q
i
) = (Q) =
1
2


() =
1
2
m
X
i=1


(
i
)
et il en resulte, d'apres le lemme 1.9, que 2(Q
i
) = 

(
i
).
La disussion de l'exemple 3.41 permet maintenant de nir la preuve de la proposi-
tion 3.40. En eet, pour tout i, on peut trouver un parametrage (bre)
T
2
 [t
i 1
; t
i
℄  ! V
i
= F  [t
i 1
; t
i
℄
qui identie l'ar^ete [v
i 1
; v
i
℄  H
1
(F ;R)

=
R
2
au segment entre des points du type ( p; 1)
et (q; 1) ou q =
1
2


(
i
). De plus, haque omposante du bord de (V
i
; 
i
) est onvexe et a
un feuilletage sinde par deux ourbes. Ainsi, modulo une isotopie parmi les strutures
a bord onvexe, 
i
est -isotope a la struture etudiee dans l'exemple 3.41. Par suite, 
i
est -isotope a une struture 
0
i
sous forme normale dont le lieu de retournement R(
0
i
)
est egal a Q
i
. En reollant les moreaux, on obtient la struture herhee.
G Torsion des strutures sous forme normale
On alule ii la torsion des strutures de ontat sous forme normale.
Proposition 3.42. Soit  une struture de ontat tendue sous forme normale sur V et
J l'intervalle
J = [0; 1℄ n Int f
 
F

()

:
a) Si F
?
() ou F
o
() est non vide, la torsion de  est nulle.
b) Si F
?
() et F
o
() sont vides, la -torsion de  est le plus grand entier stritement
inferieur a  =, ou  designe l'amplitude | non nulle | de la restrition de  a F J
| qui est bien une struture rotative.
Demonstration. si F
?
() n'est pas vide, F
o
() est vide ar  est tendue (lemme 3.34). Le
lemme 3.31 assure alors que (V; ) se plonge dans (F  J; ). Or la proposition 8 de [Gi4℄
montre que T
2
[0; 1℄ muni d'une struture rotative d'amplitude non nulle n'admet auun
plongement inompressible dans (F  J; ). Par suite, la torsion de  est nulle.
Si F
o
() est vide,  est virtuellement vrillee et sa torsion est nulle en vertu de la
proposition 3.36 et de l'argument developpe dans le b) i-dessous.
b) Dans un premier temps, on suppose que F

() est vide (tout omme F
?
() et F
o
()),
et don que J = [0; 1℄. Le theoreme 3.3 et le lemme 3.11 (demonstration inluse) montrent
alors que la torsion de  est au moins egale au plus grand entier stritement inferieur a
 =. On se donne don maintenant un plongement

T
2
 [0; 1℄; ker
 
os(nz) dx  sin(nz) dy


 ! (V; ); (x; y; z) 2 T
2
 [0; 1℄;
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et on note W son image. D'apres un theoreme de J. Stallings, V n IntW a deux
omposantes onnexes, V
0
 F
0
et V
1
 F
1
, toutes deux dieomorphes a T
2
 [0; 1℄.
D'autre part, la restrition 
i
de  a V
i
, i 2 f0; 1g, est une struture de ontat tendue
et admise. La proposition 3.15 dit par suite que, pour un parametrage bien hoisi de V
i
par T
2
 [0; 1℄, la struture 
i
est elementaire. Comme elle est universellement tendue et
imprime sur le bord de V
i
des feuilletages linearisables (ar F

() est vide), les ensembles
F
o
(
i
), F
?
(
i
) et F

(
i
) sont vides et 
i
est don une struture rotative. Il deoule alors
immediatement du orollaire 3.10 que n <  , e qu'on voulait demontrer. Enn, si
F

() n'est pas vide, on onlut en appliquant l'argument qui preede a la struture 
0
fournie par le lemme i-dessous.
Lemme 3.43. On reprend les notations de la proposition 3.42 et on suppose que F
?
()
et F
o
() sont vides. Pour tout " > 0, il existe sur V
0
= T
2
 [0; 1℄ une struture rotative 
0
d'amplitude omprise entre    " et  qui a les proprietes suivantes :
{ (V; ) se plonge inompressiblement dans (V
0
; 
0
) ;
{ F

(
0
) est vide.
Demonstration. On raisonne par reurrene sur la somme k = k
0
+k
1
ou k
i
est le nombre
de omposantes onnexes de F

() qui s'appuient sur F
i
. Si k = 0, il est lair que 
0
= 
onvient.
Si k
0
> 1, on prend dans F

() une omposante A de plus petite hauteur sup f j
A
parmi tous les anneaux qui s'appuient sur F
0
. Le lemme 3.31 donne une struture elemen-
taire 
 
sur F  [ 1; 0℄ qui imprime F
0
sur F
0
et dont le feuillage est forme d'un anneau
reliant les orbites A a un autre anneau de F

() et de 2k
0
 2 anneaux allant de F
0
a F
 1
.
En ollant 
 
ave , on obtient sur F  [ 1; 1℄ une struture elementaire dont le feuillage
a un anneau de moins parallele au bord inferieur. De plus, le fait que la hauteur de A soit
minimale permet de mettre la struture obtenue sous forme normale par des isotopies
dont le support est disjoint de F  J . On peut don repeter l'argument et proeder de
m^eme sur le bord superieur pour se ramener au as ou k
0
et k
1
valent au plus 1.
Si k
0
= 1, on note A la omposante de F

() qui s'appuie sur F
0
. On onstruit alors
sans peine sur F  [ 1; 0℄ une struture elementaire 
 
ayant les proprietes suivantes :
{ 
 
imprime F
0
sur F
0
;
{ le feuillage persistant F
0
(
 
) est onstitue d'un seul anneau A
 
dont la reunion
ave A dans F  [ 1; 1℄ forme un tore isotope aux bres F
t
;
{ la restrition de 
 
a F  J
 
, ou J
 
= [inf f j
A
 
; 0℄, est une struture rotative
d'amplitude superieure a  "=2.
Pour trouver la struture rotative voulue, il suÆt alors de oller 
 
sur , de mettre la
struture obtenue sous forme normale puis de proeder de m^eme sur le bord superieur si
k
1
= 1.
4 Demonstrations des resultats de lassiation
A Les espaes lentiulaires
Demonstration du theoreme 1.1. Soit  : T
2
 [0; 1℄ ! L
p;q
la projetion dont les bres
non pontuelles sont les erles de diretion (0; 1) sur T
2
f0g et eux de diretion (p; q)
sur T
2
f1g. Pour tout t 2 [0; 1℄, on note F
t
l'image de T
2
ftg dans L
p;q
; 'est un tore,
sauf pour t 2 f0; 1g ou 'est une ourbe qu'on oriente omme l'image de S
1
 f0g  ftg.
On dira qu'une struture de ontat orientee  sur L
p;q
est sous forme normale si :
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1) F
0
et F
1
sont des transversales positives de  ;
2) la struture de ontat
e
 induite par  sur T
2
 [0; 1℄ est sous forme normale.
La ondition 1) implique que les arateristiques de
e
 sur T
2
 f0g et T
2
 f1g sont
les erles orientes de diretions respetives (0; 1) et ( p; q). Par suite, le lieu de
retournement R() = R(
e
) est de ardinal pair.
On pose alors
C =

(x; y) 2 R
2
j x < 0; py < qx
	
et on note E l'enveloppe onvexe des points entiers de C.
Le theoreme 1.1 deoule diretement de la proposition 1.7 et du lemme i-dessous.
Lemme 4.1. Soit
b
B l'ensemble des points entiers primitifs de E situes sur une ar^ete
de longueur nie.
a) Toute struture de ontat tendue sur L
p;q
est isotope a une struture sous forme
normale dont le lieu de retournement est inlus dans
b
B.
b) Soit  une struture de ontat sous forme normale dont le lieu de retournement R()
est inlus dans
b
B. La lasse d'isotopie de  est determinee par 
 
R()

. De plus, la
struture  est universellement tendue si et seulement si R() est inlus dans 
b
B.
) Sur l'ensemble des parties de ardinal pair dans
b
B, la fontion  prend un nombre de
valeurs egal a
Q
n
i=0
(a
i
  1).
Demonstration.
a) Toute struture de ontat tendue sur L
p;q
est isotope a une struture  sous forme
normale (propositions 3.15 et 3.22). Soit maintenant A
0
l'ar^ete extr^eme de E parallele
a D
0
. La proposition 3.40 montre que  est isotope, relativement a F
0
[ F
1
, a une stru-
ture 
0
dont le lieu de retournement a un nombre pair de points dans l'interieur de A
0
(si
R()\A
0
ompte un nombre impair de points, R(
0
) ontient l'extremite de A
0
). On hoi-
sit alors un point t
0
2 [0; 1℄ pour lequel la diretion asymptotique de
e

0
F
t
0
est une droite
de pente omprise entre 1 et 2 et on pose V
0
= 
 
T
2
 [0; t
0
℄

 L
p;q
. La restrition de 
0
a V
0
est une struture de ontat tendue dont la lasse d'Euler relative est le generateur
de H
1
(V
0
;Z). Des lors, un resultat de S. Makar-Limanov [Ma℄ (diretement issu de la
lassiation des strutures de ontat sur la boule D
3
[El4℄) assure que 
0
est -isotope,
sur V
0
, a (( la struture de ontat ordinaire )) qui est transversale a F
0
et imprime sur
tous les tores F
t
, 0 < t  t
0
, une suspension. En remplaant 
0
dans V
0
par ette struture
ordinaire, on obtient sur L
p;q
une struture de ontat 
00
sous forme normale dont le lieu
de retournement evite l'interieur de A
0
. Le m^eme argument ave l'autre ar^ete extr^eme de
E donne la struture voulue.
b) Si R() est non vide, la premiere assertion vient de la proposition 3.40. Si R() est
vide,
e
 est une struture rotative. De plus, la diretion asymptotique D
t
de
e
F
t
ne peut
onider ave D
0
ou D
1
pour t 2 ℄0; 1[, sans quoi toute orbite fermee de F
t
borderait
un disque vrille dans L
p;q
. Par suite, l'amplitude de
e
 est superieure a   et la premiere
assertion deoule du theoreme 3.3.
D'autre par, le rev^etement
 :

T
2
 [0; 1℄  ! T
2
 [0; 1℄
(x; y; t) 7 ! (px; qx + y; t)
induit un rev^etement de S
3
= L
1;0
sur L
p;q
qui envoie les erles de Hopf de diretion
(1; 1) sur eux de diretion (p; q   1). Si R() est vide,
e
 est transversale a es derniers
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erles ;  se releve alors a S
3
en une struture transversale a la bration de Hopf, don
isotope a la struture tendue ordinaire (theoreme 3.3). Si R() se reduit aux extremites
de
b
B, le resultat de S. Makar-Limanov invoque plus haut montre que   est isotope
a une struture 
0
sous forme normale dont le lieu de retournement est vide. Enn, pour
toute struture  sous forme normale dont le lieu de retournement n'est ni vide, ni egal
a 
b
B, le relevement a S
3
= L
1;0
est vrille d'apres la proposition 3.36.
) Cette assertion provient diretement du orollaire 1.10.
B Le tore plein
Demonstration du theoreme 1.6. On pose V = S
1
 D
2
et F
t
= S
1
 tS
1
ou tS
1
, pour
t 2 [0; 1℄, est le erle de rayon t. On note aussi i l'inlusion de V = T
2
dans V = S
1
D
2
et on observe que l'appliation i

: H
1
(V ;Z) ! H
1
(V ;Z) s'identie a la projetion de
Z
2
sur son premier fateur. On rappelle d'autre part que C = C(
0
; )  R
2
n f0g est
ii le ^one borde a gauhe par la demi-droite R
+
(0; 1) et ouvert de e ^ote. Enn, on
oriente  de telle sorte que ses yles asymptotiques soient sur le bord droit de C et e
hoix xe une orientation sur toute struture de ontat dans SCT (V ; ).
On dira qu'une struture de ontat  2 SCT (V ; ) est sous forme normale si :
1) F
0
est une transversale positive de  ;
2) la struture de ontat
e
 induite par  sur T
2
 [0; 1℄ est sous forme normale.
La ondition 1) implique que les arateristiques de
e
 sur T
2
f0g sont les erles orientes
de diretion (0; 1). Par suite, le lieu de retournement R() = R(
e
) est de ardinal pair.
Le theoreme 1.6 est une onsequene direte du lemme i-dessous.
Lemme 4.2. Soit
b
B l'ensemble des points entiers primitifs de E situes sur une ar^ete
non vertiale.
a) Soit  une struture de ontat sous forme normale sur V qui imprime  sur F
1
= V .
Si le lieu de retournement R() est inlus dans E et si la diretion asymptotique de
e
F
t
renontre C pour tout t 2 ℄0; 1[, la struture  est tendue.
b) Toute struture de ontat tendue dans SCT (V ; ) est -isotope a une struture sous
forme normale dont le lieu de retournement est inlus dans
b
B.
) Soit  une struture de ontat sous forme normale dont le lieu de retournement
R() est inlus dans
b
B. La lasse d'Euler relative de  vaut 1 + 2i


 
R()

et determine
entierement la lasse de -isotopie. De plus, la struture  est universellement tendue si
et seulement si R() est inlus dans 
b
B.
Demonstration.
a) Soit [u; v℄, u ^ v < 0, l'ar^ete de E qui ontient l'ultime point de R() du ^ote de
D = D() et soit v
0
le premier point entier situe au-dela de v sur le prolongement de
ette ar^ete. On note C
0
le ^one ouvert borde a gauhe par D
0
, a droite par D
0
= Rv
0
et
qui ontient C. Par onstrution, l'ensemble R() est inlus dans le bord de l'enveloppe
onvexe E
0
des points entiers de C
0
. On erit alors v
0
=  (p;mp + q), ou p et q sont des
entiers premiers entre eux tels que 0 < q < p. D'apres la proposition 1.7 et le lemme 4.1,
il existe sur L
p;q
une struture de ontat tendue 
0
sous forme normale dont le lieu de
retournement R(
0
) est l'image de R() par la transformation (x; y) 7! (x; mx + y). Le
fait que la diretion asymptotique du feuilletage
e
F
t
reste dans C pour tout t 2 ℄0; 1[
garantit alors que (V; ) se plonge dans (L
p;q
; 
0
), de sorte que  est tendue.
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La demonstration des parties b) et ) est identique a elle des parties a) et b) du
lemme 4.1.
C Le tore epais
Demonstration du theoreme 1.5. On pose V = T
2
 [0; 1℄ et F
t
= T
2
 ftg, t 2 [0; 1℄.
Soit  2 SCT (V ; 
0
; 
1
). Pour aluler la -torsion et la lasse d'Euler relative, on
suppose  sous forme normale (propositions 3.15 et 3.22). Si  est virtuellement vrillee,
F
o
() est non vide (proposition 3.29). Par suite, R() renontre IntB et 

() appartient
a X
v
(lemme 3.39). En outre, la -torsion de  est nulle (proposition 3.42). Si  est
universellement tendue, F
o
() est vide. Le lieu R() est alors inlus dans B ar les seuls
retournements possibles viennent des eventuels anneaux impairs dans F

() ou F
?
().
ainsi, 

() appartient a X
u
.
Pour tout w 2 X
v
, la bre 
 1

(w) est onnexe d'apres la proposition 3.40. Elle
est d'autre part non vide en vertu du lemme suivant qui deoule de la proposition 1.7
exatement omme le lemme 4.2-a) :
Lemme 4.3. Soit  une struture de ontat sous forme normale sur V qui imprime 
0
sur F
0
et 
1
sur F
1
. Si le lieu de retournement R() est inlus dans E et si la diretion
asymptotique de haque feuilletage F
t
renontre C, la struture  est tendue.
Pour tout w 2 X
u
et tout n 2 N, la proposition 3.42 et le lemme 3.11 fournissent
une struture de ontat  sous forme normale dont la lasse d'Euler relative vaut w,
la -torsion n et dont le feuillage ne ontient auun anneau allant d'un bord a l'autre
(F
?
() = ?). Le orollaire 3.28 montre de plus que ette struture est unique a -isotopie
pres. Par suite, la bre (

 

)
 1
(w; n) est onnexe sauf eventuellement si elle ontient
une struture de ontat  sous forme normale pour laquelle F
?
() est non vide. Cela
suppose que les onditions suivantes soient remplies :
{ 
0
et 
1
sont tous deux de type 1 et ont la m^eme diretion asymptotique ;
{ la -torsion n est nulle (proposition 3.42) ;
{ w = 

() est egal a 0 ou au double du veteur direteur primitif de D
0
, selon que
les anneaux de F
?
() sont pairs ou impairs. (Comme 
0
et 
1
sont de type 1, i.e.
sindes par deux ourbes, la parite des anneaux de F
?
() determine F
?
() a l'ation
pres des dieomorphismes relatifs au bord.)
Dans es onditions, le orollaire 3.27 dit que les strutures  2 (

 

)
 1
(w; n) telles
que F
?
() soit non vide forment une seule orbite sous l'ation des dieomorphismes
relatifs au bord. Le fait qu'elles forment une innite de omposantes onnexes resulte de
la proposition 4.6.
Avant de ompleter la demonstration i-dessus, on donne un enone plus general
pour les strutures de ontat universellement tendues sur le tore epais. Ce theoreme
montre que, pour des suspensions 
0
, 
1
sindees par plus de deux ourbes, la lasse
d'Euler relative ne suÆt pas a distinguer les strutures de ontat de torsion xee : il faut
prendre en ompte la ombinatoire des systemes d'anneaux du feuillage.
Theoreme 4.4. Soit 
0
et 
1
des suspensions admissibles de T
2
sindees respetivement
par 2n
0
et 2n
1
ourbes essentielles. La torsion denit une appliation


: SCT
u
(V ; 
0
; 
1
)  ! N
qui est surjetive et dont les bres ont toutes exatement
 
2n
0
n
0
 
2n
1
n
1

omposantes onnexes,
sauf dans un as : lorsque les diretions asymptotiques de 
0
, 
1
onident et que les
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entiers n
0
, n
1
sont tous deux non nuls, la bre 
 1

(0) ontient une innite de ompo-
santes onnexes supplementaires qui, sous l'ation des dieomorphismes relatifs au bord,
se rangent en un nombre ni d'orbites egal a
inf(n
0
;n
1
)
X
n=1
2n

2n
0
n
0
  n

2n
1
n
1
  n

:
On eluide d'abord la presene des oeÆients binomiaux.
Lemme 4.5.
a) On se donne 2n points sur le bord du disque D
2
.

A -isotopie pres, il existe
 
2n
n

familles d'ars disjoints dans D
2
n f0g qui relient es points deux par deux.
b) On se donne 2(n
0
+ n
1
) points sur le bord de l'anneau S
1
 [0; 1℄, a savoir 2n
i
points
sur S
1
 fig, i 2 f0; 1g.

A l'ation pres des dieomorphismes egaux a l'identite sur le
bord, les familles d'ars disjoints dans S
1
 [0; 1℄ qui relient es points deux par deux et
ontiennent au moins un ar allant d'un bord a l'autre sont en nombre
inf(n
0
;n
1
)
X
n=1
2n

2n
0
n
0
  n

2n
1
n
1
  n

:
Demonstration. a) Tout ar dans D
2
n f0g qui joint deux points de D
2
a une origine
denie omme l'extremite de plus petit argument. Quand on hoisit n points parmi les
2n donnes, il y a une unique possibilite (a -isotopie pres) pour traer dans D
2
n f0g des
ars disjoints qui partent de es points et aboutissent aux n autres points. En fait, si un
point hoisi est suivi d'un point non hoisi sur le erle oriente trigonometriquement, on
est fore de les relier ; on eae alors ette paire et on reommene.
b) Soit n 2

1; : : : ; inf(n
0
; n
1
)
	
. Quand on hoisit, parmi les points donnes, n
0
 n points
sur S
1
 f0g (resp. n
1
  n points sur S
1
 f1g), il y a une unique possibilite pour traer
dans S
1
 [0; 1℄ des ars disjoints qui partent de es points, aboutissent a d'autres points
donnes sur S
1
f0g (resp. sur S
1
f1g) et n'emprisonnent pas les 2n points restants. On
a alors 2n possibilites (a l'ation pres des dieomorphismes relatifs au bord) pour relier
un a un, par des ars disjoints, es 2n points restants aux 2n points libres sur le bord
d'en fae.
Demonstration du theoreme 4.4. Chaque struture de ontat dans SCT
u
(V ; 
0
; 
1
) est
-isotope a une struture de ontat  sous forme normale (propositions 3.15 et 3.22).
En outre, la lasse de -isotopie de  est determinee par sa -torsion et la ombina-
toire du systeme d'anneaux F
?
()[F

() (orollaires 3.27, 3.28 et proposition 3.42). Le
lemme 4.5 dit que le nombre de ombinatoires possibles pour les anneaux est exatement
le nombre de omposantes onnexes annone pour 
 1

 


()

. Comme toutes es ombi-
natoires sont realisables (lemme 3.31), la demonstration du theoreme se reduit a elle de
la proposition 4.6 i-dessous.
Proposition 4.6. Soit 
0
; 
1
2 SCT
u
(V ; 
0
; 
1
) des strutures de ontat sous forme
normale. Si F
?
(
0
) [ F

(
0
) et F
?
(
1
) [ F

(
1
) ne sont pas -isotopes, les strutures 
0
et 
1
ne le sont pas non plus.
La preuve repose en partie sur l'inegalite de Bennequin par le biais du lemme suivant.
Lemme 4.7. Soit  une struture de ontat sur T
2
 R pour laquelle tous les tores
T
2
ftg sont onvexes et ont un feuilletage arateristique sinde par 2n ourbes isotopes
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a fxg  S
1
 ftg, ou n  1. Si L est une ourbe legendrienne fermee simple traee sur
un tore T  T
2
R isotope a T
2
 f0g, le nombre de tours que fait la struture  par
rapport au plan tangent a T le long de L verie
deg(; T ;L)   n


Z
L
dx


:
Demonstration. On oriente L de telle sorte que l'entier p =
R
L
dx soit positif ou nul et
on pose q =
R
L
dy. Comme L est traee sur un tore T isotope a T
2
 f0g, les entiers p
et q sont premiers entre eux. On distingue alors deux as.
Si p = 0, on note  la struture de ontat ordinaire sur S
3
| hamp des tangentes
omplexes a la sphere unite de C
2
| et S
0
le tore de S
3
d'equation jzj = jwj, (z; w) 2 C
2
.
On voit sans peine que S
0
est un tore pre-lagrangien, que ses arateristiques ne sont pas
nouees et que leur invariant de Thurston-Bennequin vaut  1. Par une isotopie C
1
-petite,
on perturbe S
0
en un tore S qui intersete S
0
transversalement le long d'exatement
2n arateristiques de S
0
. Ce tore S est alors onvexe et son feuilletage S est sinde par
2n ourbes essentielles. Vu le lemme 2.8, il existe un dieomorphisme  de T
2
R sur
un voisinage tubulaire U de S qui pousse  sur  et les ourbes fxg  S
1
 ftg sur des
ourbes isotopes dans U aux omposantes de S \ S
0
. La ourbe legendrienne  (L) est
ainsi non nouee dans S
3
et son invariant de Thurston-Bennequin vaut  1 + deg(; T ;L).
L'inegalite de Bennequin assure don que deg(; T ;L)  0.
Si p > 0, on onsidere le rev^etement
 : T
2
R  ! T
2
R; (x; y; t) 7 ! (px; y + qx; t) :
Tous les tores T
2
 ftg sont onvexes pour b = 

 et ont un feuilletage arateristique
sinde par 2np ourbes isotopes a fxgS
1
ftg. En outre, le tore
b
T = 
 1
(T ) est isotope
a T
2
 f0g et haque omposante
b
L de 
 1
(L) verie
Z
b
L
dx = 1
Z
b
L
dy = 0
et deg(b;
b
T ;
b
L) = deg(; T ;L) :
Il suÆt ainsi de traiter le as ou p = 1 et q = 0. En outre, d'apres le lemme 2.8, on peut
supposer que  a pour equation
os(2nx) dy   sin(2nx) dt = 0 :
Soit alors e (resp.
e
L) le rappel de  (resp. une preimage de L) par le rev^etement
evident S
1
RR ! T
2
R. Puisque e est invariante par toutes les transformations
(x; y; t) 7! (x; y; t) et que la ourbe S
1
 f(0; 0)g est legendrienne, on peut plonger
(S
1
 R
2
; e) dans toute variete de ontat omme un voisinage tubulaire d'une ourbe
legendrienne quelonque. Si on eetue e plongement dans S
3
autour d'une ourbe le-
gendrienne non nouee dont l'invariant de Thurston-Bennequin vaut  1, l'inegalite de
Bennequin fournit immediatement l'estimation voulue.
Demonstration de la proposition 4.6. On note d'abord que, si F

(
0
) et F

(
1
) sont vides,
le lemme 2.6 et l'exemple 3.4 prouvent la proposition. On observe ensuite que, si F
?
(
0
)
a moins de omposantes que F
?
(
1
), il n'y a auun plongement inompressible de (V; 
0
)
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dans (V; 
1
). En eet, si F
?
(
i
) a 2m
i
omposantes, le lemme 3.31 fournit un plongement
inompressible de (V; 
1
) dans T
2
R equipe d'une struture de ontat  pour laquelle les
tores T
2
 fg sont onvexes et ont un feuilletage sinde par 2m
1
ourbes. D'autre part,
selon quem
0
est nul ou non, l'intervalle J
0
= [0; 1℄nInt f
 
F

(
0
)

est une sequene rotative
ou forme de parametres t pour lesquels F
t
est un tore onvexe muni d'un feuilletage
sinde par 2m
0
ourbes. Or le lemme 4.7 emp^ehe de plonger inompressiblement dans
(T
2
R; ) un tel tore ave m
0
< m
1
ou une struture rotative d'amplitude non nulle.
On proede maintenant par reurrene sur l'entier n
0
+ n
1
. L'idee est de onstruire
des strutures de ontat elementaires 
0
0
et 
0
1
sur F  [ 1; 2℄ qui aient les proprietes
suivantes :
1) 
0
0
et 
0
1
induisent respetivement 
0
et 
1
sur F  [0; 1℄ ;
2) 
0
0
et 
0
1
onident sur F 
 
[ 1; 0℄ [ [1; 2℄

;
3) 
0
0
et 
0
1
ne sont pas -isotopes | soit par hypothese de reurrene, soit pare que
l'une est vrillee ou virtuellement vrillee mais pas l'autre.
Pour onstruire es strutures, on va distinguer plusieurs as. Auparavant, on observe que
les familles d'anneaux F
?
(
0
) [ F

(
0
) et F
?
(
1
) [ F

(
1
) sont -isotopes si et seulement
si haque anneau de la premiere famille est individuellement -isotope a un anneau de la
seonde.
1) On suppose d'abord que n
0
= 1 et que les ensembles F
?
(
i
) sont vides. Dans haun
des ensembles F

(
i
), i 2 f0; 1g, il y a don une seule omposante onnexe A
i
qui s'appuie
sur F
0
. Il est faile de onstruire sur F  [ 1; 0℄ une struture elementaire  sous forme
normale qui imprime 
0
sur F
0
et dont le feuillage F() n F
k
() se reduise a un anneau A
| s'appuyant sur F
0
| tel que A
0
[ A soit un tore inompressible dans F  [ 1; 1℄.
On note alors 
0
0
et 
0
1
les strutures obtenues sur F  [ 1; 1℄ en ollant  sur 
0
et 
1
respetivement. Si A
0
et A
1
sont isotopes, 
0
0
et 
0
1
sont universellement tendues mais les
ensembles F

(
i
) ont une omposante onnexe de moins. Si A
0
et A
1
ne sont pas isotopes,
le tore A
1
[A est ompressible. Du oup, 
0
1
est virtuellement vrillee tandis que 
0
0
demeure
universellement tendue.
2) On suppose maintenant que l'une des omposantes de F
?
(
0
) [ F

(
0
) est un anneau
A
0
isotope, relativement a son bord, a un anneau A
1
de F
?
(
1
) [ F

(
1
). On note C
l'une des omposantes de A
0
= A
1
et, pour xer les idees, on imagine C ontenue
dans F
0
. Si la situation n'est pas elle envisagee en 1), l'une des orbites fermees C
0
de 
0
voisines de C ne fait pas partie de A
0
. On se donne alors sur F  [ 1; 0℄ une struture
elementaire  sous forme normale qui imprime 
0
sur F
0
et dont le feuillage F

() se
ompose d'un seul anneau A de bord A = C [ C
0
. Les strutures 
0
0
et 
0
1
obtenues
en ollant  respetivement sur 
0
et 
1
restent universellement tendues. En outre, les
ensembles F
?
(
0
0
) [ F

(
0
0
) et F
?
(
0
1
) [ F

(
0
1
) demeurent non isotopes mais ont haun
une omposante onnexe de moins.
3) On suppose desormais, ompte tenu de 2), qu'auune omposante de F
?
(
0
) [ F

(
0
)
n'est -isotope, a une omposante de F
?
(
1
)[F

(
1
). On hoisit, dans F

(
1
), un anneau
A
1
de (( profondeur minimale )) au sens ou il borde, ave un anneau de F f0; 1g, un tore
plein disjoint du feuillage F(
0
). Pour xer les idees, on imagine toujours A
1
ontenu
dans F
0
. On prend alors sur F  [ 1; 0℄ une struture elementaire  sous forme normale
qui imprime 
0
sur F
0
et dont le feuillage F

() se ompose d'un seul anneau A tel que
A
1
[ A soit un tore ompressible dans F  [ 1; 1℄. En ollant  sur 
1
, on obtient une
struture elementaire 
0
1
qui est virtuellement vrillee | et m^eme vrillee des que n
0
> 1.
En revanhe, la struture 
0
0
obtenue en ollant  sur 
0
est universellement tendue.
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D Les bres en tores au-dessus du erle
Demonstration du theoreme 1.3. On note  la projetion anonique T
2
R! T
3
A
et F
t
,
t 2 R, le tore T
2
ftg. Pour toute struture de ontat  sur T
3
A
, on pose
e
 = 

. L'idee
de la demonstration qui suit est simplement que, si  est sous forme normale et tendue,
alors
e
 est sous forme normale et sa restrition a haque produit T
2
 [t; t+1℄, t 2 R, est
tendue. D'apres les propositions 3.15 et 3.22, toute struture de ontat tendue sur T
3
A
est isotope a une struture sous forme normale.
Demonstration du a). Soit  une struture de ontat universellement tendue et sous
forme normale sur T
3
A
. On distingue deux as.
Si F
?
() est vide,  est une struture rotative et
e
 a une amplitude non nulle. Le
orollaire 3.8 montre alors que  est isotope a l'une des strutures 
n
du theoreme 3.7.
D'autre part, la proposition 3.42 montre que la 2-torsion de 
n
vaut n.
Si F
?
() est non vide, tous les tores F
t
sont onvexes. Les feuilletages
e
F
t
sont don
sindes par des ourbes essentielles et A preserve la lasse de es ourbes, au signe pres.
Par suite, A est onjuguee a une matrie du type "
 
1 0
k 1

, ou " = 1. Si " vaut 1 (resp.  1),
il existe une bration de T
3
A
au-dessus du tore T
2
(resp. de la bouteille de Klein K
2
) telle
que F
?
() soit isotope a l'image inverse d'un systeme de ourbes fermees simples. Si es
ourbes sont en nombre 2m, il resulte du lemme 2.6 que  est onjuguee a la struture
de ontat 
m
d'equation
sin(2mx) (dy   kt dx) + jk + 1j os(2mx) dt = 0; (x; y; t) 2 T
2
R:
Si " = 1, ette struture est elle-m^eme onjuguee a une des strutures 
n
mais ei est
faux si " =  1 (voir [Gi4℄ ou es strutures sont lassiees a onjugaison et isotopie pres).
Ainsi, si tr(A) 6=  2, les strutures de ontat universellement tendues et de 2-
torsion n sur T
3
A
forment une unique lasse de onjugaison representee par 
n
. Lorsque
tr(A) 6= 2, ette lasse de onjugaison est une lasse d'isotopie. En eet, tout dieomor-
phisme de T
3
A
est isotope a un dieomorphisme bre, lequel envoie 
n
sur une struture
isotope a 
n
[Gi4℄.
Demonstration du b). Soit  une struture de ontat virtuellement vrillee, orientee et
sous forme normale sur T
3
A
. D'apres la proposition 3.42, la torsion de  est nulle. Pour
tout t 2 R, on note D
t
 H
1
(T
2
;R) la diretion asymptotique du feuilletage
e
F
t
.
Lemme 4.8. Dans P
1
= P
 
H
1
(T
2
;R)

, l'image  de l'appliation t 2 R 7! D
t
est :
{ P
1
si A est d'ordre ni ou onjuguee a une matrie du type
 
1 0
k 1

ave k  0 ;
{ P
1
prive du point xe de A si A est onjuguee a une matrie du type
 
1 0
k 1

ave
k < 0 ;
{ l'intervalle de P
1
limite a gauhe (resp. a droite) par la diretion stable (resp.
instable) de A si A est hyperbolique.
En partiulier,  ne depend pas de .
Demonstration. L'ensemble  est un intervalle de P
1
invariant par A qui ontient l'ar
deroissant D
t
, t 2 [0; 1℄. Si A est d'ordre ni, es onditions impliquent immediatement
que  = P
1
. Si A est onjuguee a une matrie du type
 
1 0
k 1

ave k > 0, elles entra^nent
que  ontient la diretion propre de A et est don aussi P
1
tout entier. Pour terminer,
il suÆt don de montrer que, si A est hyperbolique ou onjuguee a une matrie du type
 
1 0
k 1

ave k < 0, l'ensemble  ne ontient auune droite propre. Or, si D
t
0
est une droite
propre de A, il existe un point t
1
2 R tel que les droites d
t
, t 2 [t
1
; t
1
+1℄, fassent plus d'un
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tour sur P
1
. La restrition de  a T
2
 [t
1
; t
1
+1℄ n'est don pas tendue (proposition 3.36)
et  non plus.
Soit maintenant D 2  une droite rationnelle et C l'un des deux ^ones onvexes
fermes bordes a gauhe par D et a droite par A(D). CommeD est rationnelle, l'enveloppe
onvexe E des points entiers de C ne ontient sur son bord qu'un nombre ni de points
primitifs. D'autre part, Pour toute struture de ontat  virtuellement tendue et sous
forme normale sur T
3
A
, il existe un point t 2 R tel que le feuilletage
e
F
t
soit sinde par
deux ourbes et ait pour diretion asymptotique la droite D. La proposition 3.36 n'ore
alors qu'un nombre ni de lieux de retournement possibles pour
e
 (ou pour la restrition
de
e
 a T
2
 [t; t+1℄). Or le orollaire 3.28 montre que e lieu determine  a isotopie pres.
Les lasses d'isotopie de strutures de ontat virtuellement vrillees sont don en nombre
ni.
Calul de N(A) pour A hyperbolique. Soit
e
C une omposante onnexe de l'ouvert

(x; y) 2 R
2
j tr(A)A(x; y) ^ (x; y) > 0
	
et
e
E l'enveloppe onvexe des points entiers de
e
C. On hoisit une droite D passant par un
sommet de 
e
E et on note C le ^one ferme dans
e
C borde par D et A(D).
Lemme 4.9. Une struture de ontat  sous forme normale sur T
3
A
est virtuellement
vrillee si et seulement si les onditions suivantes sont satisfaites :
{ R(
e
) est non vide et inlus dans 
e
E ;
{ la diretion asymptotique D
t
de haque feuilletage
e
F
t
, t 2 R, renontre le ^one
e
C.
Demonstration. Si R(
e
) est inlus dans 
e
E et si haque droite D
t
renontre
e
C, la stru-
ture
e
 est tendue d'apres le lemme 4.3. Par suite,  est tendue, et don virtuellement
vrillee lorsque R(
e
) est non vide. Inversement, si  est virtuellement vrillee, les droites D
t
balaient
e
C (lemme 4.8) et R(
e
) est non vide (proposition 3.29). On hoisit alors un point
t 2 R pour lequelD
t
= D et
e
F
t
est sinde par deux ourbes. Comme l'enveloppe onvexe
des points entiers du ^one C n'est autre que
e
E \ C, il resulte de la proposition 3.36 que
R(
e
) est inlus dans 
e
E.
On termine maintenant le alul de N(A). Soit  une struture de ontat virtuel-
lement vrillee, sous forme normale et orientee. Quitte a deformer  par isotopie parmi
les strutures sous forme normale, on suppose que, pour un ertain t 2 R, le feuilletage
oriente
e
F
t
est une suspension sindee par deux ourbes dont les yles asymptotiques
sont sur D \
e
C. On pose alors
b
R() = R
 
e
 j
T
2
[t;t+1℄

:
Selon que la trae de A est positive ou negative,
b
R() a un nombre pair ou impair de
points. Par ailleurs, omme  n'est pas universellement tendue,
b
R() n'est ni vide ni forme
des deux points primitifs de C. Il resulte des lors du orollaire 1.10 que le nombre de
valeurs prises par la fontion  sur les parties permises et de ardinal impair (resp. pair)
est
Q
n
i=0
(a
m+i
 1)
k
(resp.
Q
n
i=0
(a
m+i
 1)
k
 2). Reste a voir que 
 
b
R()

est un invariant
d'isotopie.
Soit 
0
et 
1
deux strutures de ontat virtuellement vrillees, sous forme normale et
orientees. On suppose que, pour un ertain t
i
2 R, le feuilletage oriente
e

i
F
t
i
est une
suspension sindee par deux ourbes dont les yles asymptotiques sont sur D \
e
C. Si
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 
b
R(
0
)

6= 
 
b
R(
1
)

, la restrition de
e

0
a T
2
 [t
0
; t
0
+ 1℄ n'a auun plongement dans
(T
2
R;
e

1
) qui soit isotope a l'inlusion.
Quitte a passer au rev^etement double T
3
A
2
! T
3
A
, il suÆt de prouver ette assertion
lorsque la trae de A est positive. S'il existe un tel plongement, son imageW est ontenue
dans un produit ompat T
2
[t
1
 m; t
1
+m℄ et haque omposante du omplementaire de
IntW est un tore epais. En mettant sous forme normale la restrition de
e

1
a es ompo-
santes puis en exprimant de deux manieres la lasse d'Euler relative de
e

1
j
T
2
[t
1
 m;t
1
+m℄
,
on obtient une ontradition ave le lemme 1.9-b).
Calul de N(A) pour A d'ordre ni. Comme A est d'ordre ni, ou bien A = I, ou bien
A est onjuguee a une matrie du type J
";k
= "
 
k 1
 1 0

ou " = 1 et k 2 f 1; 0; 1g. Dans
tous les as, si  est une struture de ontat sous forme normale sur T
3
A
, la diretion
asymptotique D
t
de
e
F
t
tourne indeniment sur P
1
quand t parourt R (lemme 4.8).
Si A = I et si R(
e
) est non vide, la preuve de la proposition 3.36 montre omment
onstruire dans (T
3
A
; ) un anneau a bord legendrien qui viole l'inegalite de Bennequin.
Si A = J
";k
, soit D le demi-axe des x > 0 et C le ^one onvexe ferme dans R
2
n f0g
borde a gauhe par D et a droite par "A(D). L'enveloppe onvexe E des points entiers
de C n'a sur son bord que deux points entiers primitifs, lesquels sont aussi sur C. Pour
toute struture de ontat orientee, virtuellement vrillee et sous forme normale, on denit
alors
b
R() omme dans le as hyperbolique. Ii, le ardinal de
b
R() est pair ou impair
selon que " vaut 1 ou  1. On voit ainsi immediatement que N(A) est nul si " = 1 et vaut
au plus 2 si " =  1. Soit maintenant D
0
le demi-axe des y < 0 et C
0
le ^one ferme dans
R
2
n f0g borde a gauhe par D
0
et a droite par "A(D
0
). Si " =  1 et k =  1, le point
primitif de  A(D) est dans C
0
mais n'est pas sur le bord de l'enveloppe onvexe E
0
des
points entiers de C
0
. Un argument identique exlut le point entier primitif de D.
Calul de N(A) pour A parabolique. Soit A la matrie
 
1 0
k 1

, k 6= 0, D le demi-axe des x
positifs, C le ^one borde a gauhe par D et a droite par A(D) et E l'enveloppe onvexe
des points entiers de C. Les points entiers primitifs de E sont tous alignes et il y en
a jkj + 1 si k est negatif, 3 si k est positif et pair, 2 sinon. Le nombre de valeurs prises
par la fontion  sur les sous-ensembles permis et de ardinal pair est don, selon les as,
jkj   1, 1 et 0.
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